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fiir Herrn Gerhhrd Krause, Matr.-Nr. 25 620

Auf reine Torsion beanspruchte St&be mit beliebigem Vollquer-
schnitt sind zu untersuchen:

1. Die Gleichungen filir die Formédnderungen und Kraftgr&Ben
sind zusammenzustellen und hinsichtlich ihrer itibertra-

gung in das Finite kritisch zu werten.

2. Es sind die.zugehérigen finiten Gleichungen mit Hilfe
der Methode der finiten Elemente abzuleiten.

3. Zur Durchfiihrung praktiséher Rechnungen auf der Basis
der Methode der finiten Elemente (entweder nach dem Form-
dnderungs- oder KraftgrdBenverfahren) ist ein Rechenpro-
gramm (m&glichst in FORTRAN IV) zu schreiben. Die Anzahl
und Auswahl der Rechenbeispiele ist in Absprache mit dem
betreuenden Assistenten (Herrn Dipl.-Ing. Hieronimus)

vorzunehmen.

4. Es soll versucht werden, das zu (3) aufgestellte Rechen-
verfahren so zu erweitern, daf auch idealelastisch-
plastisches Werkstoffverhalten beriicksichtigt werden kann.
Falls mbglich, soll an Hand eines Beispiels die Konver-
genz auf numerischem Wege getestet werden.

Literatur: Filonenko-Boroditsch: Elastizititstheorie

Ausgabe der Aﬁbeit: 3.5.1971 ;
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Einleitung

In den folgenden Kapiteln ist der Fall der reinen Torsion
mit der Methode der finiten Elemente behandelt worden.

Wird ein Stab mit Vollquerschnitt an seinen Enden durch
ein Moment tordiert, so macht de St. Vénant die Annahme,
daf alle Querschnitte in der gleichen Weise deformiert
werden. Das setzt voraus, daB die Stabenden nicht einge-
spannt werden dirfen. Man spricht dann von unbehinderter
Verwdlbung. GemdB der Voraussetzung nach de St. Vénant
genligt es, einen beliebigen Querschnitt im Innern des
Stabes zu betrachten und dessen Schubspannungsverteilung
zu ermitteln. Da die Deformation sich in Richtung der
Stabachse nicht &ndert, muBf auch der Schubspannungsver-

lauf ldngs Achsenrichtung erhalten bleiben.

Weisen die Endflidchen diese épannungsverteilung feislElme ZTINT »
so herrscht kein reiner Torsionszustand. Nach dem

de St. Vénant'schen Prinzip aber darf man erwarten, daB

in hinreichender Entfernung von den Kraftangriffspunkten
tatsdchlich ein Spannungszustand der reinen Torsion vor-
liegt. Voraussetzung ist, daB die Lingsabmessungen wesent-
lich gréBer sind als die Querabmessungen.

Uberlagern Massenkridfte und Temperaturspannungen noch
diesen Belastungsfall, so wiirde sich ein anderer Gesamt-
spannungszustand einstellen. Die Schubspannungen des
Torsionsfalles werden davon nicht betroffen, d.h. bei

den Gleichgewichtsbedingungen brauchen keine Massenkridfte

und bei dem Prinzip der virtuellen Arbeit keine Temperatur-
glieder beriicksichtigt werden.

Es soll nochmals erwdhnt wérden, daB das Torsionsmoment nur

in den Endgquerschnitten wirken darf. Eine HuBere Belastung

durch ein Drillmoment l&ngs der Stabachse ist nicht zuge-

lassen, da dann die Verw$lbung von der Lingsrichtung ab-

héngig wéire. Das widerspricht aber der Annahme von de St. Vénant.




1. Kapitel: Zusammenstellung der Grundgleichungen fiir
den Torsionsfall nach der Theorie von
de Saint-Vénant

Im Fall der reinen Torsion wird ein Stab durch ein zur
Stabachse paralleles Torsionsmoment beansprucht. AuBer-
dem soll die Querschnittsgestalt in Abhdngigkeit von

der Ldnge als konstant angenommen werden.

Unbehinderte Verwdlbung bedeutet, daB keine Normalkrafte

auftreten k&nnen:

Massenkrdfte brauchen nicht berlicksichtigt zu werden:

AR =R =E 7N =G

Somit liefert das Gleichgewicht am Element in X=, y- und

z-Richtung folgende drei Gleichungen:
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Llastizitdtsgesetz und Verzerrungs—Verschiebungsbeziehungen

lauten:
s = - Y = & -B-.E
Xy G Xy G (Bx + By) (k)
e dw , du
gl = Xy=S RN o (5)
-‘ Z = . Y = _'_8_27_ -.?-.‘.: Py
yz G N G (ay i dz) (6)

Zdundchst sollen die Deformationen des Querschnitts betrachtet

werden. Der Torsionswinkel an der Stelle x = o s0ll zZu Null

gesetzt und der filir x =1 mit 6 bezeichnet werden. Man gewinnt

flir die Verschiebungen v und w in y- und z-Richtung mit Hilfe
der Geometrie folgende Beziehungen:

C
Bild 2: |z
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Flir die Verschiebung u in x-Richtung gilt nach de Saint-Vénant,
daB alle Querschnitte die gleiche Verwdlbung erfahren, d.h.

die Verschiebung u ist von x unabhdngig. Dem entspricht fol-
gender Ansatz:

u (y,z) = % O ) (9)

Hier bedeutet ¢ (y,z) die sogq. VerwSlbungsfunktion.




Die gewonnenen Beziehungen (7) bis (9] werden in die Ver-
Zzerrungs-Verschiebungsrelationen eingesetzt. Somit folgt
fir die Schubspannungen:

oy o T, SR ORAD (.,

Xy G Xy G 1 (ay z) (10)
N L A @ % (%% +y ) (s
rz =6 o Yyz =g % (-x +x) = o (1r2)

Die Gleichungen (10) und (11) werden in die Gleichgewichts-
bedingungen eingesetzt. Die Gleichungen (2) und (3) werden

identisch erfiilit, so daB nur noch Gleichung (1) lbrigbleibt.

2 2
0= o U A ¢ = o (%9
u‘yz 322

Das ist die Laplacesche DGl fiir die Verwtlbungsfunktion.

Zur Formulierung der Randbedingungen werden die allgemeinen
Randgleichungen betrachtet, wobei £ f‘Y und f die Ober-

fldchenkrdfte in der entsprechenden Richtung darstellen.

x SRR oy clo (x|
5% e [ By (n,y) (@)
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Bel der reinen Torsion sind keine Oberflichenkrifte vorhanden.
AuBerdem gilt fiir jeden Querschnitt e i) 9@
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Bild 3:

-— Y
z(y)
Somit liefert die erste %eile von (13)
Ty €OS (o =+ Tyg COS (n,z) = o @y

Die restlichnen beiden Gleichungen von (13) verschwinden.
(14) 1&Bt sich, wie folgt, umschreiben:

15
=Y §RRcos Nk iz )W B co st cMae T e o e (15)
Tpar cos® (n.y) cos a T*COS a =

Gleichung (14) ist gleichbedeutend mit der Forderung, dag
der Schubspannungsvektor die Randkurve tangieren muB. Fiir

Punkte auf der Randkurve z(y) gilt demnach

-
exye ady
T (Bl
XZ
oder
Ecr dy —Txy dz = o

Werden fiir Txy und ‘xz die Beziehung (10) und (11) heran-

gezogen, erhidlt man folgende Randbedingung fiir die Ver-
w6lbungsfunktion:

G%% + y) dy - (%ﬁ - 7). dz= 09 (16)




Die Gleichgewichtsbedingungen lassen sich auch befriedigen,
indem ein geeigneter Ansatz fiir die Schubspannungen gewshlt
wird. Dies geschieht durch Definition einer sog. Torsions-
funktion ¢ (y,z), die folgender Bedingung genligt:

T, g (G0 o

V= = o T (SIS
T ¢ o
vihd 5o G%%? 1B

Werden (17) und (18) in (1o)sund s (1) eingesetzt, so folagt

iR G

e T T Ay - (19)
cidas SRl

2 3y T (20)

Durch partielle Differentiation von (19) nach sz und von (20)

nach y gewinnt man die Poissonsche DGl fiir die Torsions-
funktion:

329 2 .
Tk Ty - 10 54 (21)

Die zugeh&rige Randbedingung erhilt man durch Einsetzen der
Beziehungen (19) und (20) in die Randgleichung (16):

Q2

9] 9@
—_— — —_ -
Bl iy 7z diz] de o}

Das bedeutet aber, es mug

¢ (y,z) const

auf dem Rand z(y) gelten. 0:B.d.A. kann diese Konstante Null
gesetzt werden.
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Im Hinblick auf weitere Verwendung sollen die wichtigsten
Gleichungen noch einmal zusammengefaft werden.

DGl fiir Verwdlbungsfunktion

im Feld

auf dem Rand

(%*‘3’) dy —(%—3— w)) Gl = e (16)

BNt s®Porsions fFunktion

1 im Feld
auf dem Rand

Die Schubspannungen werden dargestellt durch

o tet G2

oder
@ g AT o
oskimiD G-%%f} (18)

Die Drillung wird definiert durch

L - (23)




Flir das Torsionsmoment gilt

M
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<. Kapitel: Aufstellung der finiten Gleichungen fiir die
Formdnderungs- und Kraftgr8genmethode

l. Einzelsystem

1.1 Formdnderungsgrdfenverfahren

Beim FormdnderungsgréBenverfahren wird das Pranzip
der virtuellen Verriickungen herangezogen. Das P.d.v.V.
lautet:

Das Gleichgewicht und die statischen Randbedingungen
erfiillt ein Schnittkraft-Belastungszustand, wenn fiir
alle virtuellen, geometrisch méglichen Verzerrungs-
Verschiebungszusténde die virtuelle HuBere Arbeit
gleich der virtuellen Forménderungsenergie ist" [1]

SIL8= 5na €15

Da keine Feld- und Randlasten auftreten, verbleibt als

einzige duBere Belastung nur das Torsionsmoment Mt

> SHE =i O (2)
Von den Schnittkriften sind nur o und szinteressant.
Da sich in x-Richtung voraussetzungsgemdB alle Quer-
schnitte in der selben Art verwdlben, kann die Inte-

gration dieser Variablen sofort ausgefihrt werden
61, =1 . N e + T S 8 - sl (3)

Flir die virtuellen Verzerrungen ergeben sich gemidf (10)
und (11) des vorangegangenen Kapitels folgende- Ausdriicke
(3%

Mg b
= (ay z) 60 (k)

b
)
- |

i = e (22) 4+ 1 (22 + y) o (5)




Die virtuelle Formdnderungsenergie kann jetzt durch Ein-
setzen von (4) und (5) in (3) berechnet werden.

1 - : d 3 8 3 = ,
= el R ey 35 (80 + (ZE + y) = (54)] as

o £ (2] a a2

= s L [ Bl - il g
+ G -Lf[(- ) St gids ] eo 60
A e S
Je e 1 i 2
Das Integral T? 1laBt sich noch weiter umformen

o, 7 " 9 ~ ~

o B . rom0 DN 99\ < 9¢ o g = ol S dliee o
| = o ey =1 sy Sy T —_ \ e d7A | d
Lp TSR dRGyal. B {0 e e ST e

Die ersten beiden Terme werden partiell integriert, die
Zzwel ndchsten Glieder mit Hilfe der Greenschen Formel auf

ein Linienintegral transformiert.

i 5 rr. 94 0o, 1 rr. 3¢ 929 . op
Do = O 7ol ] ¢'5£ 5 f¢'ay2ﬂv] L J[¢§; -f¢3;raZ] dy
f o ; d .
- [ %; (z+9) - o (y+9¢) ] ar
AR 9 ;
= .i fl .é_ Z o Ol Z e i i e
2 s ay(* 15 Qe+ G S ‘ St
- f (G9) ér +(z-¢) dz
L 1-'—:—.‘?-"1 T ;O\_i ) *}1
Jr ~ GZT“ u.-\/ (gy )Z] a
Innerhalb des Feldes gilt A¢ = o . Damit fillt das zweite

Integral heraus. Die Integrale eins und drei verschwinden,
gemdB dem Cauchyschen Integralsatz. Somit reduziert sich
das Integral I, auf folgenden Ausdruck:

L=t [[GEry)y-@t-ua)a]ar




Flir die virtuelle Forminderungsenergie folgt daraus
BEReS 3 3¢ 3 -
= f = Ll fON ;
§1L, G L (= Z)By (8¢) + G 2 5 == (8¢) ] 4aF

0 o J "
I;‘r;_(gtz- +:f).\-'-(—8%—z)zjd1?-:\.a

Einsetzen in (1) und anschlieBender Roeffizientenver-
gleich liefert

X a ro9d b
L T = L (:f S ) S (éﬁ - z) =z 1 ar (6)
SEGE - 2l (8e) + 2 () [Tar = o ()
- Die Beziehung (6) ist schon bekannt. Zur Spadteren Ver-

wendung bleibt nur die Relation (7) Ubrig. Zur besseren
Ubersicht halber bedient man sich der Darstellung in
Matrizenform. Aus (7) wird dann

8
y e (LSO

e = o A g :y aF = o (8)
o )

oder -
L

SR —E 55 gz (é6) JL o3 dF = o (&=5)

: 3

5 i)

Die Methode der Finiten Elemente unterteilt das urspring-
liche Feld in eine Anzahl Einzelfelder und wendet dann
zundchst das P.d.v.V. auf diese einzelnen Segmente an.
Dabei wird flir die unbekannten Verschiebungen ein Ansat:z
gemacht. Im weiteren soll vorausgesetzt werden, daB ein
beliebiger Querschnitt im Innern des Stabes in Dreiecks-
elemente unterteilt worden ist. Beschrinkt man sich auf

einen linearen Verschiebungsansatz, so hat dieser pro
Feld folgende Form:
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Flir die virtuellen Verschiebungen ¢¢ werden die gleichen
Verldufe gewdhlt wie filir die wirklichen Verschiebungen.
Es gilt folgende Umformung

- ) i y
O £ = %, } - |15 - d Faete (1 3\
m— sea_. Ymmeir. - 0 = _
S AeLd . . o] ¢ S (14)
o } & 0 4 “
£ ~
B a 3 L o B ¥ £ <
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33 1 = = N
L =i o

Durch Einsetzen von (14) und (15) in (9) folgt
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(16} 1&Bt sich weiter vereinfachen
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Es werden fclgende formale Operatoren (=l ey b niey
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Mit Hilfe wvon ;H Lattetet 7 Esetat

‘i . D . R . .l.iu (1['.5,_ :5:'._ j[_“."' . L aF C1LE
Durch Abkiirzung mit der Matrizenmultiplikation
Y =T} o 3 (
el 1
148t sich (18} in der Form schreiben
A o] LSRR T B Vaui LT (20

Das Integral auf der linken Seite von (20) stellt die

sog. Steifigkeitsmatrix dar

v
m
I
=
L]
<3
o
brf

M\

Die rechte Seite wird durch den Ausdruck

gebildet. Somit gewinnt man zur Bestimmung der unbe-

kannten Verschiebungen das lineare Gleichungssystem:

L=

—
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Dﬁﬂiﬂﬁﬂqﬂltige Gestalt von 8 und g :
WE:ﬂang%Dazu ist es. nﬁtigp.digvuatrkx L aalsumgehnum

& muS noch bestimm&r

. T qsdip f3 ]'s vu
-~ - P - >
! 8f, af, 3f
« 3 ks 3y 3y oy
D Lo af, 3f, af3 = veu (2k)
g% 9z 92z dz
Die Elemente der Steifigkeitsmatrix § lassen sich
jetzt bestimmen:
z; 8f1 3f2 Bf3
L Jy=S oY o0y
=V
3f1 3f2 af3 Eu
diz =9z =« Az J
[ T 2 2
af1 3f1 (Bf1) +(Bf1) 351;3f243f1 3f2 3f1_§f3’af1 8f3
dy 3z dy 3z "3y 3y 3z dz 3y 3y 9z dz
- e o e . 2 -
Veut= afe 8f2 dfT a:e‘af1 Bfe;(ﬁfa) (Bf = 3f2 Bf3Laf2 8f3
9y 3z dy 9y 9z oz dy dz 9y 3y 3z oz
: ) 2
= g 3Ly 3f Bf3+3f1 3f3; 3F, Bf3 af, 3f3; (a¥3) +(ar3)
: -Sygggg- dy 23y 3z 2dg 3y 3y 9z "9z R 9z
(25)

Dle Integration ist uninteressant, da die Elemente von §
samtllch konstant sind auf Grund des linearen Ansatzesn
D:erxatrlx kann vor das Integral gezogen werden:




S SR Eﬁr die redﬁte Seite & gilt.

g - 2 - e e e T S -
e 5 = - s - = -~ x

; Be vt e —

- - o =
Z
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e e - 2
af, If, af, of, af, of ]
3y 3z 3y ¥ 3 3y  -a . 83z Vs
f sz 8f2 : afe = Bfe e 3f2 =% 8f2 AL
3y 2z ay 9z 9y s 8z s
£
: af3 af 4 £ 8f3 . 8f3 ? 3 af3
'S 3y 9z ¥ Y 3z oy s 2z st
1.2 Kraftgrbd8enverfahren 5

Das Kraftgr&Bfenverfahren stiitzt sich aﬁf'das'Prinzip der
virtuellen Krdfte, welches folgendes aussagt:

"Ein Verzerrungs—Verschlebungszustand ist kompatibel und
erflillt die geometrischen Randbedingungen, wenn fir alle
virtuellen, statisch méglichen Schnlttkraftzusténde die
VLrtuelle duBere Arbeit gleich der virtuellen Forménde=--
rungsergdnzungsenergie ist" [1]

¥ e
- T > L e * :
T = _ | 8T, = 8I_ . (28)
v ST =SR2 [ =5 et R ] ar (29)
S, =:gM_ + 6 === .'(30)

e

Die VErzerrungen und die virtuellen Schnlttkrafte lassen
smchrans Qen Gleichungen {1?1 undfﬁgﬁ} des érstenrxapitels




&@”; e
aa e : : - e

v (22) , 821 4 (33

Zur Berechnung der virtuellen HuBeren Arbeit wird
(24a), Kapitel 1 herangezogen.

*
SII =46 M, & 9
a

-

@ 8 sely,n) ab (34)

Einsetzen von (33) und (34) in (28) ergibt

= L = f = 3
T o

T=f a( o) ae re(22).28 )

& —

g p e = - [ s¢(y,z) aF (35)

Analog zur Forménderungsgrﬁﬁenmethode wird fiir die
Spannungsfunktion ¢ ein linearer Verlauf fiir jedes
Dreieckselement angesetzt

St = ViR (36)

"i;;u : _ : v, = | £.(y,2); fe(y,Z);f3(y,Z) ]

schreibwelse‘
: : 3¢ : =

_f [ mr- £ (m] so | a7 == [ 60° ar

Aus (35i folgt mit (36) unter Anwendung der Matrizen-

ISR TN



B =B RV SiarT
s u
Mit
Vog = Ddg A
};,' wird
: sa° f Ugt Vo OF + 2 = -62° [ V" aF
: oder :
SO SO SR g (37)

wenn mit F die Steifigkeitsmatrix und mit f die rechte
Seite des Kraftgr&Benverfahrens bezeichnet wird.

Die Berechnung der einzelnen Operatoren liefert:

)2 fej | ;f;ﬁé;;. [ f1(y,z); fg@y,z); f3(y,z) 1= Ve
s e T Af o oF Teype
B | ez |t 22
= = 6z 9z Fz | =V
: R ey SEENae S e g
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Bezliglich der Integration gilt fir F das gleiche wie
S5 SRR R e £ .

: F=f (ptetin Nosd CL,
Eora =AU Syl Y
= -0 g
- L x
A5 oo & S0

Somit 148t sich die Steifigkeitsmatrix F bestimmen:

: ]
=3 Bf1 Bf2 > af3
s 0z 9z 3z
: S ar_ |~ Vo
ol 1 2 3 <
9y oy Y
i 1S i 2 2 : N
&£1 3f1 2 (af1) +(Bf1i : af1 3f2}3f1 sz - 3f1 af31‘3f1 £
: 9z 3y 3y 3z dydledy s Bz warns Al 0" 0y dTTE0m
. : Z 4 af
t—iafa Bf2 3f1 8f2+af1 Bfa;cafe) : ?fz) : 3f2 ij:afz
cg | 9z 3y 9y 3y ‘9z 9z oy 9z Sy ay Sy A
9 D L S mae g af
Bes 92 of 3f353f1 f3; oGy U SR e
3z . 0y 3y 0Ody . O0E. 9JZ 3y 93y 9z 9z oy 9z
oo 1,3 Berechnung der Ansatzfunktionen
_TJ‘?i - :7_.-7" o % e >
@ IZu;igonkreten Berechnung der Steifigkeitsmatrix miissen

diéfiisqtsznktionen bestimmt werden.

kz

"Bild 4:
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(@]

Ll =
8

wl Wi
-~
S]

5 (39)

Der lineare Ansatz fﬁr den Eckpunkt 1 soll folgenden

Bedingungen entsprechen

S b S
£y Gpnz,) = ap 4
Ty (yg.23) = g

Aus den Beziehungen (40)
unbekannten Koeffizienten

Cramerschen Regel gewinne

Flir die Koeffizientendete

e O [ R R 2 2 B ] (ko)
8oy ¥, * a3y Z, = 0 (41)
8oy Yg ot Ao, z3 =0 (L2)

bis (42) lassen sich die
ay, (i=1,2,3) mit Hilfe der
nN.

rminante des LGS bekommt man,

wenn mit F der Flicheninhalt bezeichnet wird

(SO
1 Yo 2z,
il

Jetzt lassen sich die Unb

1 y1

Ale
o Sk Yoo
(9] y3

2F

ekannten ermitteln




1 1 z.1
Z - Z
e - 2 5
S e s B TP s oF
1
O 2.3
1 i 1
25 =1—- 1 = Y3-y2
31 2F e = 2F
1 y3 o)

Somit 148t sich £ (y,z) hinschreiben

fT(y,Z) = %g (y2 2y = Y3 Zp (22—23) y o+ (ys-ye) z.)5 £ ln3)

Der Einfachheit halber sollen folgende Abkiirzungen ein-
gefihrt werden:

Somit erhdlt man die endgliltige Form fiir £ (y.z)

b

s il 2 o : .
fq(y,z) = ST (ye % y3 Z 5 + 223 Vit y32 z) (Llk)

Die anderen Funktionen gewinnt man durch zyklische
Vertauschung -

: .
L) e s W Sl e RPN et (45)
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1.4 Berechnung der Steifigkeitsmatrizen und der rechten
Seiten : :

Aus den Gleichungen (44) bis (46) werden folgende
Ableitungen benétigt

i 1
o e (HE)
5F
Ry :
Ay 2E -l (L8)
o F
: SR '
(. TR T o (49)
B
T L Vs (50)
o f
B
3z _—E—F 'y13 (51)
of
3 == —1--- . 3 A 2
T T E . e (52)

Mit Kenntnis der Relationen (47) bis (52) 13Bt* sich dié

; Steifigkeitsmatrix S gemdB (25) sofort hinschreiben. Wie
friher schon erwdhnt, kann die Integration sofort ausge-
fihrt werden.

> ]
T s :

o 2 =2 : -
253 831435 Ty 25,58 a 21p¥ 13 Yoy |PF . (53]

Z

g 2
23 BqotVaai ¥a g Zaqe BiotY i Voo ST AR,

;
i
|
|
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Die rechte Seite 3 geht aus (27
Sp 3 B S noe
_1——- Z - .
2 T 2F 31 feaaatia
R e e e

Da die Steifigkeitsmatrix F des

) hervor

KraftgroBenverfahrens

mit der des Formdnderungsverfahrens identisch ist, ver-

bleibt nur noch die rechte Seite f gemiR (37) zu bestimmen

£=/[v>" ar
:1‘ : :
£,(y,z)
i—fffety’z% 2
f3(y,ZIJ
Mit den Beziehungen (44}, (45)
-y2 Z3 _y3 Z2 +
L5 %? M B = e
=7 y{ Zosgs o Tt
| Die Integration liefert
[ Vo 23 = ¥3 z, +
ERS A 230
71 %5 - ¥, 2

aF

und (46) folgt

23} YAt y13 z | 4F
SR R e
E23 Vs S y32 st

- F

(55)

(=%
-~

(57)
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(57) wird mit (38) und (39) noch weiter umgeformt, so
dag schlieBlich folgender einfacher Ausdruck Ubrigbleibt,

- -

|+
n.
‘.a
L]

uug
T

(58)

no
=

Mit Kenntnis von (53), (54), und (58) k&nnen beide LGSe
fiir ein Einzelfeld aufgestellt werden.

Ermittlung der Schubspannungen

In der Praxis interessiert vor allem die Schubspannungs-
verteilung liber den Querschnitt. Ist die Verw&lbung oder
die Torsionsfunktion bekannt, so kdnnen die Schubspannun-
gen gemdf (10} und (11} bzw. (17) und (18),fKapitel®l,
errechnet werden. Zur niherungsweisen Bestimmung-der par-
tiellen Ableitung bieten sich mehrere Wege an.

Der einfachste Weg geht iiber die Methode der finiten Ele-
mente.” Danach gilt

s T (59)
gt Y
3? o 0z Sk (60)

&
’.,..

AT SR, Ut T Al o G

und

= % (ysg -% + Y13 "9, * oy .¢3 ) (62)




Fir die Torsionsfunktion ¢(y,z) gilt entsprechendes.
(61} und (62) lassen sich einfach programmieren. Der
Nachteil besteht darin, dag kein stetiger Schnittkraft-
verlauf erreicht wird, Zum Beweis nehme man sich den
Innenpunkt (i). An diesem Punkt miissen mindestens drei
Dreiecke grenzen, Jedes Dreieck besitzt aber andere

partielle Ableitungen, die Spriinge zur Folge haben.

Eine bessere Genauigkeit und ein stetiger Schnittkraft-
verlauf wird durch Anwendung von Differenzenformeln
erzielt. Die einfachste Formel lautet

flir einen Innenpunkt(i)

175 ' h? ol -
L ‘E ! i s Oy (63)
flir einen Randpunkt(r)
3¢ 53¢
ey _]___ 5 P _1_1___ . 15 )
3y = . L 1 ¢‘r + 3 55’_—3-—- R e ()

Zur Aufstellung des Sterns muf ein neues Programm geschrie-
ben werden. In einem spiteren Beispiel sind die Ergebnisse

von (61} bzw. (62) mit denen von (63) und (64) verglichen
worden.

Gesamtsystem

Beim Ubergang vom Einzelsystem zum Gesamtsystem ist auf
die geometrische und statische Vertrdglichkeit zu achten.

Formdnderungsgréfenverfahren

Die geometrische Vertrdglichkeit erfordert beim Form-
anderungsgroﬁenverfahren Uberelnstlmmung der Verschiebungen
der einzelnen Dreiecke in den Knatenpunkten. Wird dies
gewdhrleistet, ist infolge des-linearen Ansatzes auch

gleichzeitig der Verschiebungsverlauf langs der Kanten

x jbungen ailer Breiecka zusammengefaﬁt

stetig. Im Vektor g‘ werden die Elemenﬁknotenverschie-




;tionsgehalts dhrfte_sieh dieser weg'kanmfznr%FrﬂgrimMie—_

— e — g

Ist die Anzahl der Dreiecke m, SO besteht Qfaus

3 m Elementen.

Der Vektor ¢*® enthilt als Elemente die Systemknoten-
verschiebungen. Bei n Knoten enthilt ¢** n Elemente

: 315
¢2 =
#a
om,
on
Durch die Gleichung A
_’P_* = iﬂ'* (65)

wird der Zusammenhang zwischen den' Elementknoten~ und
Systemverschiebungen hergestellt. Die Matrix A hat 3m Zei-
len und n Spalten.‘In jeder Zelle steht genau einmal

ELRG eing, sonst.nur—Nullenﬁ Hegen des gefingen~Infﬂrma-




Die statische Vertrdglichkeit wird mit dem PodoviaVi
formuliert. Die gesamte potentielle Energie des Feldes
setzt sich nur aus der potentiellen Energie der Einzel-
felder zusammen, da keine Linienlasten ldngs der Rinder
oder Einzelkrdfte in den Knoten angreifen. Fiir die
virtuellen Verschiebungen wird. ebenso ein linearer Ver-
lauf gewshlt wie fiir die wirklichen Verschiebungen.
Damit wird schon geometrische Vertrdglichkeit undg
lineare Unabhidngigkeit erzielt

» *

ot =R an 8¢ (66)

Der virtuelle Verschiebungsverlauf wird beschrieben_
durch

g6 = v: S8 8l =S e e SR
Gleichung (67) besagt, daB §¢* z.B. im Knoten k den
Wert eins und in allen anderen den Wert Null hat. Der

virtuelle Verzerrungsverlauf lautet:

o i S Q * . s 4
Veu Cies= il Veu & i

(eF)
m
I}

(Sl K9]

Die Steifigkeitsmatrizen werden ldngs der Hauptdiaéonalen
zZu einer neuen Gesamtmatrix zusammengefaBt.

- 7

8 = - (68)

L .

W . . ' .
8" ist eine quadratische Matrix von der Ordnung 3m
Die einzelnen rechten-Seiten werdéh in einem neuen

Vektor untereinander geschrieben
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Somit kann das P,d.v.V. fiir das Gesamtsystem hingeschrie -

ben werden

i iF
* * »

\ Si . S . -(E

n
o
e
|t
¥

(70)

In (70) miissen noch (65) und (66) eingesetzt werden

18
@-@:* . At °F AT Q_** - (5_4,_** . At . S' L

oder

Il

ﬁiii 3 Si-!- . i‘* 6-?-*! . E** (72)

Das LGS filir die n unbekannten Knotenverschiebungen lautet

* % * ¥ % %
S

Zur besseren tbersicht werden die Matrizen noch einmal
schematisch angeschrieben:

- = e o =

. 3m = n - ? - =
* Ny '

1 1 *

m S fam A | sn S
ST A [ -4- L -
=i AP = AT e r =3m - ===

t
t % %




Die obige Anordnung zeigt deutlich, daB 3“* eine
quadratische Matrix von der Ordnung n ist. Sie hat
noch. die Eigenschaft, daB simtliche Zeilensummen und
aus Symmetriegriinden auch die Spaltensummen verschwin-
den. Das war schon bei der Steifigkeitsmatrix 8 der
Fall.

KraftgrdBenverfahren

Das KraftgrdBenverfahren verlangt analoge Schritte

beim Ubergang vom Einzelsystem zum Gesamtsystem.

Zundchst muB fiir Stetigkeit der Schnittkrifte in den
Knotenpunkten gesorgt werden. Wird die gleiche Unter-
teilung und Numerierung des Querschnittes wie beim
Formdnderungsgrbf8enverfahren vorausgesetzt, so wird
der Zusammenhang zwischen Elementschnittkrdften und
Systemschnittkrédften wieder durch die Matrix A be-
schrieben.

SE=SATYS 0 15

Infolge des linearen Ansatzes wird damit zugleich auch
ein stetiger Schnittkraftverlauf langs der Kanten ge-
sichert. Bei den virtuellen Schnittkriften ist auf die
statische Vertridglichkeit zu achten. Das bedeutet, dan
am Rand gemdB (22), Kapitel 1, die dp-Werte zu Null
gewdhlt werden miissen. Die Matrix A verbindet wieder
virtuellé Element- mit Systemschnittkriften

* * %

§¢ = A + &8 (

—~
o
—

Virtueller Schnittkraftverlauf:

89°= Vo .« 6a%= V' - A . 5"




Auchh jetzt treten weder Linienlasten noch Einzelkr¥fte
im Feld auf. Die Steifigkeitsmatrizen und rechten Sei-
ten werden in der gleichen Art und Weise aneinander
gereiht wie in (68) und (69). Somit kann das PadTvs K
filr das Gesamtsystem formuliert werden

L gt TN (77)
In (77) miissen noch (75) und (76) Verwendung finden
53{'*t-At-F*-A-g**=-—5g’"t-At-_r;'
oder
G_c‘;*t . F** 1 Eu* X Gg*“t - EH (-75)
Die Beziehung (78) liefert das inhomogene LGS
e e ke (79)
Schematische Darstellunc:
: e I en g ; F
am F* m A et
-3m- | e . A At =e “3m- L 4. 4
€t

e

[01..8.%,4_._ Uy b X

-n-

-

-y

]
*
*

-
-3

*% 55ty = 5
'i@ = %1“Eﬁ”mmé A s

R~




2.3 Rangabfall

Sind die LGSe (73) und (80) aufgestellt, so muf bei
der praktischen Losung noch der Rangabfall eins der
Steifigkeitsmatrix herlicksichtigt werden.

Dies wird beim FormédnderungsgréfSenverfahren durch Vor-
gabe einer beliebigen unbekannten Verschiebung erreicht.

Die KraftgrOfenmethode verlangt noch zusdtzlich den
Einbau der Randbedingung (22), Kapitel 1. Den Rangab-
fall erzielt man wieder durch Vorgabe eines Spannungs-
- funktionswertes. Wdhrend beim zuvor erwdhnten Verfahren
diese Wahl noch willkiirlich sein konnte, ohne daB der
Schubspannungsverlauf beeintrdchtigt wird, muB8 jetzt
s infolge der Randbedingung dieser Wert exakt eingegeben

werden. Dazu steht nocht die Gleichung aus dem 1. Kapitel

M

0
ol G 6

oder

=
1

-4 [ ¢ aF

zur Verfiligung. Man ist also gezwungen, iterativ vorzu-
gehen. Es muB verglichen werden, ob das Volumen, das
die Torsionsfunktion liber den Querschnitt aufspannt,
dem Torsionsmoment in der angegebenen Weise entspricht.
Ist das nicht der Fall, muB nach einer Korrektur des

3 vorgegebenen ¢-Wertes noch einmal das LGS gel8st werden.

Da die Integration der Torsionsfunktion numerisch aus-
gefiihrt werden muB, wird auf die schon vorhandene Unter-
teilung des Querschnitts zuriickgegriffen. Die Werte in
den Knotenpunkten sind bekannt. Dazwischen wird ein

linearer Verlauf angenommen. Das Volumen pro Einzelfeld
belduft sich auf

— l -} » L]
v = 3 ( S Py ®3 3 F




A

Summation aller Einzelvolumina ergibt angendhert das
Gesamtvolumen. Dieser Weg ist leicht zu Programmieren.

~Zusdtzlich muf allerdings noch das Verh#ltnis EE

experimentell gewonnen werden. Die angen&hertee
Volumenbestimmung induziert einen Fehler bei der
LOsung des LGSs, der sich auch spiter auf die Genau-
igkeit der Schubspannungen auswirkt. Im Fall der

reinen Torsion widre somit das KraftgréBenverfahren

umstandlicher zu handhaben als die Formanderungs-
grésenmethode.
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Eine kurze Zusammenfassung und Gegeniliberstellung der
beiden Prinzipien sieht folgendermafen aus:

P-d,v-v-

SII. =61
i a
QS’Y

api=f(rxy-ayx +1

Ni - heb %7

+ 88

GHa=Mt

Verschiebunpgsansatz:

¢(Ysz)=vu'$

Finite Gleichungen
Einzelsystem:

66 -8-9=09"3

Gesamtsystem;
t ® % * % **t o "

6?;" -s -2 =6£ . g

LGS

*R k¥ *® *
s -¢ =E

)aF

B o, K
#* %

SI. =48I

: 1 a

-ny+6r sy

Srannungsfunktionsansatz;

‘?(.\{:Z)=Vu'_‘l{

Finite Gleichungen
Einzelsysten:

58 Fo=60". 2

Gesamtsystem:

¥&t

* * % o * %
§¢  +F

L) :‘.—6@

LGS:

Die Identitdt der beiden Steifigkeitsmatrizen 8** una

Pl liegt offenbar in der Tatsache begriindet, daf die
DGlen der Funktionen ¢(y,z) und ¢(y,z) auf der linken
Seite auch identisch sind.

Aus den DGLen ist ersichtlich, dag die Ld&sungen nur

bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt sind. Zum

-

Beweis ersetze man z.B. ¢(y,z)' durch

o(y,z)

¢(Y:Z) + ¢

S

o




o

Einsetzen in DGL ergibt

)
A¢ = o
£ (¢ +¢.) = o
A¢p + A¢O T 0
oder A =)

Diese Eigenschaft mu8 auf Grund der Linearitit der
Operatoren auch bei den Steifigkeitsmatrizen zum
Ausdruck kommen. Dementsprechend wird z.B. dem Lbsungs-

vektor ¢ ein beliebiger anderer Vektor ¢, mit

1}

o =t RNt S o o AT e

Uberlagert.

pEsiatad &

! T
** T3 **
S (eo+e)) =5 :
**' £:+ si!u. ¢O = ENI- (82)
Notwendig und hinreichend zur Ldsung von (82) ist
-9 % !
SEE R O (83)

Die homogene Gleichung (83) besagt, daB der Rangabfall
*
von S mindestens eins sein muB. Die willklirliche Vor-

gabe einer Konstanten entspricht. einer Verschiebung
der gesamten Verwdlbungsfldche in Stabachsenrichtung.
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Die Charakteristik der VerwSlbung wird dadurch nicht
beeintrichtigt. Diese dndert sich erst bei beliebiger
Vorgabe mehrerer ¢-Werte, beziehungsweise einem Rang-
abfall gr8Ber eins, Diese L&sung des LGS widerspriche
aber der Lésung, die die zugehdrige DGl liefert. Somit
NMUA Gevi Rangabfalll gleloh eins seind Wird ein Lésungs-
vektor b0 mit der Eigenschaft (81) in (83) eingesetzt
und beriicksichtigt man, daB die Zeilensummen von §**
sdmtlich verschwinden, so liefert die Probe von (83),
daf das LGS tatsdchlich erfiillt wird.




3. Kapitel: L&sung praktischer Beispiele mit Hilfe eines
FORTRAN-Programms

1. Indextafel

Die Indextafel ibernimmt die Aufgabe, flir die Zuord-
nung zwischen lokalen und globalen Unbhekannten zu
sorgen. Das geschieht in einer Liste mit drei Spalten
und m Zeilen, wenn m die Anzahl der Dreiecke ist. Die
k—-te Zeile wird dem k-ten Dreieck zugeordnet. In den
betreffenden Spalten steht jetzt die globale Beziffe-
rung der Unbekannten in der Reihenfolge der urspriing-
lichen lokalen Bezeichnung. Zundchst wird damit geo-
metrische Vertraglichkeit erreicht. Um die Matrizen 8"
bzw. F von der Ordnung 3mauf die Ordnung n zu trans-
formieren, kann an Stelle der Matrix A die Indextafel
treten. Wie man durch Anschreiben der LGSe, die aus
(70) und (77), Kapitel 2 entstehen, sieht, konnen die
lokalen Unbekannten $1r 95 und ¢3 der einzelnen Stei-
figkeitsmatrizen durch Aufsuchen der entsprechenden
Zeile in der Indextafel durch glcocbale Unbekannte er-
setzt "werden. Dann werden die Spalten mit gleichen
Unbekannten zusammengefaBt. So wie z.B. die 1-te
SpaltteSingdieSk—tesSpalte*rutscht ~=sosverschiebt

sich aus Symmetriegriinden simultan auch die 1-te Zeile
3 in die k-te Zeile. Das Endergebnis sind die Matrizen
- @ 8*" und B*” bzw. s** una £*°.

2. Aufbau des FORTRAN-Programms

Im Hauptprogramm werden im wesentlichen Daten einge-
lesen, Unterprogramme aufgerufen und Endresultate
ausgedruckt. Das Unterprogramm SuB1 libernimmt die Be-
rechnung der einzelnen Steifigkeitsmatrizen mit den
rechten Seiten und deren globale Einordnung in das
Gesamtsystem. Das Unterprogramm GAJO dient zur L&sung
= des LGSs. In SUB2 werden die Schubspannungen nach
by matie einer Formel der FEM ermittel€, Die Bgrechnung der
e - Schnhspannangen nach einer. Differenzenfcrmei erfolgt
Aim UnterpragrammaTAull« T
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Beispiele

Da fiir den Fall des gleichseitigen Dreiecks eine ana=-
lytische Ldsung existiert, wuidé das Programm an die-
sem Beispiel ilberpriift und zwar fiir beide Verfahren.
Mit der Formédnderungsgrtfenmethode wurde noch ein

I-Querschnitt gerechnet. Die geometrischen Abmessungen
entnehme man den Skizzen.

Kurze Diskussion der Ergebnisse

Gleichseitiges Dreieck

Wie zu ersehen ist, werden die Verwdlbung bzw. die
Torsionsfunktion praktisch exakt ermittelt. Aus diesen’
diskreten Werten wurden dann die Schubspannungen er-
rechnet. Die Formel nach FEM liefert offensichtlich
nur sehr grobe Werte. Wesentlich besser liegen schon
die Ergebnisse mit Hilfe.von Differenzenformeln. Da
bei diesem besonderen Beispiel die exakten L&sungen
bekannt sind, ist man in der Lage den Fehler der
Differenzengleichungen zu bestimmen. Mit den geome-
trischen Abmessungen

= 2
L5 s (=)
und
b = \3 (2)
ergeben sich folgende Werte
fir die Verwdlbung
gL =T 3yt (3)

und fiir die Torsionsfunktion

¢ = - (2% - 3y «2 (aPey?) + 1) (W)




Daraus lassen sich die Schubspannungen gewinnen

2 et

o T s €5}
1@
. Mt

B au(ryz i tay) T (6)
t

Der Quotient T 1st im weiteren eins gesetzt worden.
t

Zur Aufstellung des Sterns der Differenzenformel ist
folgende Technik angewandt worden. Fiir den Innenpunkt i

wurden die Umgebungspunkte aufgesucht und global

numeriert.
(5) ARM1 (%)
Bild 5:
(4) (2)
A
(3) IARM2. (&)

Die partielle Ableitung nach y 148t sich an der Stelle

i sofort hinschreiben. Aus den Punkten (4) und (5) bzw.
(3) und (6) wurde ein arithmetischer Mittelwert aufge-
stellt. Mit Kenntnis von ARM 1 und ARM 2 konnte die
partielle Ableitung nach z gebildet werden. Entgegen
aller Erwartung ergaben sich hier fast die exakten Werte.
Flir die y-Richtung verbleibt noch, den zugehdrigen
Fehler gemidg

2 ~ 3
- & 24 | (7)

bzw.
h2 a3 -
- = 23 7 (8)

zu bestimmen. Aus (3) bzw. (4) erhilt man




4,2

Flir das Formidnderungsgrtfenverfahren bedeutet das,
da8 z.B. bei der Schrittweite
el

¥ 12
die Ndherung von It um den Wert

e = 0,0069k9

¥y
im Feld kleiner sein muB als der exakte Wert. Beim
Kraftgréﬁeﬁverfahren missen filir die T, im Feld sogar

mit (10) die genauen Ergebnisse vorliegen.

Flir Randpunkte wird die Formel (64), Kapitel 2, heran—
gezogen. Wie man (64), Kapitel 2, weiter entnehmen ‘
kann, ist der Fehler am Rand vorzeichenverkehrt und
doppelt so groB wie der im Feld. Die praktische Rech-
nung liefert auch dieses Ergebnis. Allerdings ist es
schwer, bis in die Ecken des Dreiecks zu approxiemieren.
Hier liegen die Werte wegen erneuter Mittelwertbildung
schlechter. In z-Richtung bleibt am Rand das gute
Verhalten des Fehlers im Feld nicht erhalten. Durch

die Mittelung ergebeﬁ sich unterschiedliche Abweichungen
fiir die einzelnen Randpunkte. '

Zusammenfassend ist zu sagen, daB die guten Ergebnisse
sicherlich auf die bescndere Unterteilung des Quer-
schnitts zurlickzufithren sind. Die kleinste Unterteilung
mit zehn Unbekannten lieferte schon die exakten Werte
fir die Verwdlbung. Bei beliebigen Querschnitten mit
unregelmédfiger Unterteilung diirften solche Ergebnisse

nicht erwartet werden, wie das nachfolgende Beispiel zeigt.

I-Querschnitt

Die Berechnung der Schubspannungen nach Differenzen-

formel erfolgte mittels eines besonderen Sterns des
Punktes i '




wJ
e

(k)
Bild €:

(4) (2)

(3)

Wie man sieht kénnen die Ableitungen in beiden Rich-
tungen sofcrt hingeschrieber werden.

Da hier keine exakte LOsung existiert, ist man ge-
zwungen, sich auf einige Aussagen beziiglich der
Schubspannungen am Rande zu beschrdnken. Die einfachste
Kontrolle ist die, ob der Schubspannungsvektor die
Randkurve tangiert. Infolge der Orthogonalitdt der
eizelnen Randabschnitte muf entweder Vil oderst
verschwinden. Diese Forderung wird nur relativ schlecht
erfiillt. Dies gilt insbescndere filir Eckpunkte, in denen
sich die Schubspannung+zu Null ergeben miifte. Man mug
jedoch beriicksichtigen, daB der Fehler am Rand doppelt
SO grofB ist wie im Feld. Im Kncten 109 (siehe Skizze)
liegt eine sehr groBe Abweichung vom theoretischen Wert

Null vor. Dies 148t an dieser Stelle auf eine Spannungs-—
spitze schliefen.

Das gute Fehlerverhalten beziliglich Verw&élbung und Schuk-

spannungen wie beim gleichseitigen Dreieck wiederholt
siehthier nicht.




Kapitel 4: Erweiterung der reinen Torsion in den plastischen

Bereich mit ideal-plastischem Werkstoffverhalten

=t

Bild 7:

Grundgleichungen der;glastisbhen Torsion

Wird der Kreis als Fliefgrenzkurve angenommen, so gilt
nach der von v. Mises aufgestellten FlieBbedingung

- 2 = 2 - 2 2 2 2 2
(ox cy) +(oy cz) +(0z ox) + 6(Txy+1xz+ryz) ZUVO (1)
Unter T versteht man die einachsige Vergleichsspannung,
bei der das Material zu flieBen beginnt, d.h. ¢ ent-
spricht dem Beginn eines nichtlinearen Zusammenhanges

Zwischen Spannung und Verzerrung. Flir den Fall reiner
Torsion liefert (1)

- 2 a1
1 T}Cy & TXZ @ GVO {2)
Wird das Torsionsmoment stdndig erhdht, so wird der
kritsche Wert gemdf (2)in einem oder mehreren Punkten
am Rande erreicht, da hier immer die grodB8te Schubspan-
nung auftritt. Wdchst die Belastung weiter, so bildet

sich.ein plastischer Bereich F, aus, der vom Rand ins
Innere zunimmt.

4

ro—

Die in Kapitel 1 vollzogenen Amns#tze werden dahinge-
hend erweitert, daB die Verw8lbungs- und Spannungs-
funktion jetzt allgemeiner angeschrieben werden

-
1]

o (yszs @bt o (3)

=)
[}

0l ) iy ot e otk



Somit gilt fiir die Schubspannungen

- G 3¢
T 271 32 (5)
5 3 G 99
7 e 1 3y (6)

Die Verschiebungen v und w bleiben erhalten, wihrend
u gemdf (3) abgedndert wird

u=2 ¢(y,2,0) (1)

Im elastischen Bereich F, gelten folgende Spannungs-

Deformationsbeziehungen:

> = e B ENG O ONN :
TS G e T (ay 8z ) (8)
- — nE g esen G en ¢
Syl o G yxz TR (Bz : ey) (9)

Da (8) mit (5) und (9) mit (6) @gquivalent sein muB,
werden die Gleichungen partiell differentiert und man
gewinnt flir die Spannungsfunktion in F

-

1

KoE=n (10)

Im plastischen Bereich dagegen ist die Schubspannung
konstant

- + =2
Txy Txz SEEViC (11)

In (11) werden (5) und (6) eingesetzt. Man erhilt

~

39,2 Sy e

==k - (12)

Die linke Seite von (12) reprédsentiert den Absolutbetrag

von grad ¢ ins Quadrat, so daB (}2) kiirzer geschrieben
werden kann .

“ifé'A- e  £ : : [ grad & | =7k . _ o : Eu3l)




Geometrisch gesehen bedeutet (13), daf die Torsions-
funktion im plastischen Bereich eine Fliche konstanter
maximaler Steigung darstellt. Die Randbedingung, da8
der Schubspannungsvektor die Randkurve tangieren mus,
bleibt von der Plastizitdt unberlihrt. Somit gilt

sowohl auf ¢, wie auf C,

¢=(y'Fz)i=lo k)

Im plastischen Gebiet wdre die Torsionsfunktion damit
bestimmt. Im elastischen Teil des Querschnitt kann
man die Schubspannungen erst nach Kenntnis der Trenn-
linie ' unter der Forderung, daR der Schubspannungs-

vektor entlang C'stetig verlaufen muB8, berechnen.

-

Das Torsionsproblemist gel8st, wenn fiir den konstant
gehaltenen Parameter 6, eine Torsionsfunktion ¢(y,z)
e &~ gefunden worden ist, die im elastischen Feld die
Bedingung (13) und auf dem Rand (14) befriedigt.
Experimentelle LOsungen ké&nnen durch eire Erweiterung

der Membrananalogie gefunden werden.

Aufstellen der finiten Gleichungen

Spannungs—Deformations—-Beziehungen

Um die finiten Gleichungen bestimmen zu kdnnen, miissen

die Spannungs-Deformations-Beziehungen bekannt sein.

Die Spannungs-Verzerrungsrelationen werden im wesent-
lichen durch zwei Gesetze vertreten. Das finite Gesetz
von Hencky besagt, daB der Deformationsdeviator dem
Spannungsdeviator koaxial ist, Als Proportionallitdts-—
faktor setzt Hencky einen variablen "Plastizitdtsmodul"
an. In Tensorngtation lautet das Gesetz von Hencky

1 = 1__ 1
Eij Sy - JLG))
b

1d




Durch Superposition mit den elastischen Forméinderungen
erhdlt man im Falle der Belastung

;= (%-a FoAELy Bl (16)

2G 1
D J

Bei Entlastung bleibt der plastische Anteil erhalten,

und es gilt wieder das Hookesche Gesetz
= — o.. CIET)

Die differentielle Beziehung nach Prandtl-Reuss sagt

aus, elastische Verzerrungen inbegriffen,

n
L:.
o
m
e
[
(6
-

qei; = %E d Oij it
Dieses Gesetz erfillt die Forderung einer scgenannten
neutralen Spannungsvariation, die keine plastischen
Deformationen nach sich zieht. Hier bedeuten o, und

EVP die einachsige Vergleichsspannung und die dazuge-
horige plastische Vergleichsdehnung. Hencky hat gezeigt,
wie die Beziehung (18) integriert werden kann. Unter

der Voraussetzung, daB die Hauptspannungsachsen ihre
Richtung beibehalten, d.h. der Spannungstensor S ist
einem Anfangsspannungstensor S, koaxial und daB dieses
Verhdltnis wdhrend der Integration kcnstant ist, bekommt
man aus (18)

m_
[
njew

E.

1 i - \
+ — )
Gv Evp 2G GlJ (19)

(19) und (16) liefert identische Relationen, wenn

o]
o Vs
GP =% (20)
vp

gesetzt wird. Im allgemeinen sind beide Fassungen aker

verschieden, denn das Gesetz von Hencky geniigt den

Anforderungen einer neutralen Spannungsvariation nicht.
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Somit erhdlt man nach den Schubspannungen aufgeldst
cuseZr)=and “(22)
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2.2 KraftgréBenverfahren

zuerst wird wieder das P.d.v.K. formuliert.

5 ! #* *
6T, = &n_ (27)

¢

Die schon bekannten Beziehungen lauten

ST* 5

I = 6 M G {3

a lt

g = G :

' =SSl S dondFRAe : (28)
= Gﬁf = I o f [T 'éy ;T Sy ] aF (29)
= i Xy Xy, Xz xz

‘Die virtuelle Forminderungsenergie wird mit (21) und (22)
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L e JL(G-GP)( ST e Rl e
Da der spdtere Ansatz flir die Spannungsfunktion pro Feld
linear ist, d.h. die Schubspannungen sind feldweise
konstant, kann der Faktor

G+ p
Gees
P

vor das Integral gezogen werden.
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Die Relationen(3l)und (28) miissen ncch in (27) einge-
setzt werden. Daraus folgt

6+% (1o 20
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]
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Die Abhdngigkeit der Torsionsfunktion vom Drehwinkel 8
ist ohne Beceutung, denn 6 wird als konstanter Parameter
betrachtet. S Dasibedeutet aber, dafg die gleichens Ansatz=
funktionen und Verldufe benutzt werden k&nnen wie im
rein elastischen Fall. Damit lautet das LGS pro Einzel-
feld in der schon bekannten Schreibweise

G
. D = == -_P- . [ 2"
F _q.)., G+G _f_ \_;3)
P
ForminderungsgroBenverfahren
bas P.d.v.V. kommt jetzt zur Anwenduing
§I, = 61 (3%)
i a
Dresvirtnelic Formandgrungsenefgie lautet
sni =1 . j L Txy 5ny el Ssz laF 35)

Auf das Gesamtsystem bezogen betrédgt die virtuelle
auﬂererhrbeit




Diese tritt nicht in Erscheinung, da der Drehwinkel
nicht variiert zu werden braucht. Fiir ein Einzelfeld
tritt jedoch noch eine YuBere Arbeit auf, die auf

die am Rand des Elements angreifenden Krifte zuriick-
zufihren ist,

61 L =FRr (S (36)
Werden die Einzelfelder zum Gesamtsystem zusammen-
gefaBt, so hekten sich die Randterme gegenseitig auf.
Das ist der Grund, warum sie im elastischen PallSniche
hingeschrieben wurden.

Die virtuelle Formdnderungsenergie wird mit (20) und
(21) umgeformt.

,

=g . ——-——-EG- . \ 3
5Hi i / [(G+G“) (ny ény Sot 7 5sz)]QF
Einsetzen von (8) und (2) ergibt
= =g, 3% 9 . 9¢
ST G+G eros L2 - ex) 6 (28) 4 (2 peay sl (R ) | ar e ()

Mit der Abkiirzung

G o]
TR B A it Uherc. s
G+G 3e
P v

und einsetzen von (37) und (36) in (34) folgt
Ej[%;(a¢)3§+az(5¢)—i]dF=Ef[%§(a¢)z-%;(a¢)y]dF-e+RT‘e’ (38)

G konnte vcr das Integral gezogen werden, da der
lineare 2Znsatz fiir die Verw8lbungsfunktion nur feld-
weise konstante Schubspannungen "liefert.

Setzt man auBerdem

ey

¢(V',Zse) = D=e ¢1(Y,Z)

so ﬁolgt”mitrden:Abkuﬁgunggnﬁvon Kap;;al;Z";:'j




(39) darf nicht durch G dividiert werden, da sich
anderenfalls die Randterme im Gesamtsystem nicht
kompensieren, weil G pro Einzelfeld zwar konstant
aber sicherlich rnicht flir alle Einzelfelder gleich
zu sein braucht.

3. Iterationsverfahren

Der Schritt vem Einzelsystem zum Gesamtsystem wird
in der gleichen Art vollzcogen wie das in Kapitel 2
der Fall war. Das gilt fiir beide Verfahren. Wie
im Fall plastischer Verformung vorgegangen wird,
soll an einem Iterationsverfahren beschrieben werden,
, das im Zienkiewicz [3] und im Holand-Bell [7] ge-
schildert wird. Voraussetzung zur Konvergenz ist,
dag die Steigung der Tangente positiv ist und
monoton abnimmt. Je kleiner der Anstieg ist, desto
geringer wird die Konvergenzgeschwindigkeit, die
ganz aufhdrt, wenn die Tangente horizontal verliuft.

| &
Bild 8:

s
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— ev
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In Zienkiewicz findet man folgendé,Darstellung:

Im 1. Schritt wird die ganze Belastung aufgebracht

und bei der L&sung des Gesamtsystems linear-elastische
Verh&ltnisse zwischen Spannungen und Deformationen

2u Grunde gelegt. Im 2. Schritt werden fir die einzel-
nen Elemente neue-ElastizitatSm@duli*bestimmt in
Abhdngigkeit von den_erreiehten Spannungen bzw.

: ’Vexzerrungen des 1. 'ChritﬁES.'
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1. Schritt: €y @

<ja

'infﬁand der meist experimentell ermittelten Kurve

1aBt sich o, ablesen. Der neue Modul G, wird ge-

bildet durch

1

Q

e
1

den die Elemente erhalten, deren Verzerrungen schon
im plastischen Bereich liegen. Jetzt wird das LGS
des Gesamtsystems noch einmal gel&st. Dann wird der
2. Schritt wiederholt, usw. Laut Zienkiewicz kon-
vergiert diese Methode bei den meisten praktischen
Prcblemen.

Um sich im 1. Schritt nicht zu weit von der Kurve
o(e) zu entfernen, bringt Hcland-Bell nur einen
Bruchteil der &HuBeren Last auf.‘Dieser Anteil wird
dann mit jedem Iterationsschritt erh&ht, bis die
urspriingliche Belastung erreicht worden ist. (%)

Bild 9:
E | &
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Liegt ideal-platisches Werkstoffverhalten vor, so
lassen sich die in Frage kommenden Parameter .leicht
finden. Beim KraftgréBenverfahren gilt

3

- Vo
G = —
123 ;EYP ~
ovureprasentiert die FlieBspannung, ¢. _.die plastische

: i ¥p
Vergleichsdebnung. Sl L
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Beim Forminderungsgr&Benverfahren wird G bendtigt.
Es gilt
' = %
G = e—
.3€v

Mit Hilfe des Elastizitdtsmoduls

(¢}
Vo

G = —
3Ev

e

148t sich G umformen in

G = G + ve

v

(%)

Damit soll vermieden werden, daZ nach dem l,Iterations-
schritt einzelne Elemente 'in den Bereich plastischer
Verformung geraten, wihrend sie in #irklichkeit nur
elastisch beansprucht werden., Welche Fethode bessger
konvergiert wird in Holand-Bell nicht erwihnt.
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