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I. Kapitel:
Einfiihrende Betrachtungen

Mit der Entwicklung der Methode der Finiten Elemente (FEM) sind
zahlreiche Aufgaben der Statik und angewandten Mechanik erfolg-
reich geldst worden. Dies betrifft zum grofen Teil Randwert-
probleme. Im Folgenden soll an einem Beispiel untersucht werden,
ob diese bewdhrte Methode auch auf Rand-Anfangswertprobleme aus-
gedehnt werden kann.

Der hier zu erdrternde Fall ist im Grundbau von groRer praktischer
Bedeutung und betrifft hauptsdchlich Konsolidationsvorgdnge in der
Bodenmechanik aber auch Grundwasserstrdmungen. Die Theorien iiber

Konsolidation sind an verschiedenen Modellvorstellungen hergelei-
tet worden. Flir die daraus resultierenden Differentialgleichungen
konnten bisher keine allgemeinen LOsungswege gezeigt werden, so

daB Ndherungsverfahren auf diesem Gebiet von besonderem Interesse

sind.

Die vorliegende Arbeit ruht im wesentlichen auf drei Stiitzen.
Erstens muf die Problemstellung im Sinne der Mechanik erfaBt wer-
den. Dazu hat es sich als vorteilhaft erwiesen, sich neben den
speziellen Theorien iber elastisch, pordse Korper auch noch der
Theorie der Gemische zu bedienen. Zweitens muBf ein numerisches
Verfahren ausgewdhlt werden, das sich fiir das physikalische Prob-
lem entsprechend aufbereiten 14B8t. Der dritte Eckpfeiler stellt
die praktische Realisierung mit Hilfe eines Computers dar. Bei der
programmtechnischen Gestaltung treten vielfache Hindernisse auf,
deren miihsame und zeitraubende Uberwindung die eigentliche Aufgabe
fast vergessen 1dBRt. Die in den ndchsten Kapiteln vorgezeigten
numerischen Resultate haben bei vorsichtiger Schd&tzung mehr als
zwel Drittel der gesamten Arbeitszeit in Anspruch genommen. Auf
die Programmierung und den Aufbau des Programms soll jedoch nicht
weiter eingegangen werden. Es wird unterstellt, daBf die entwickel-
ten numerischen Verfahren in programmtechnischer Hinsicht logisch
und effektiv abgefaBt worden sind. Es verbleibt, die numerischen

Ergebnisse zu diskutieren.



Um zwischen physikalischen und numerischen Effekten besser unter-
scheiden zu kOonnen und das Verhalten der Numerik kennen zu lernen,
wurden Betrachtungen iliber den eindimensionalen Fall angestellt,

die im II. Kapitel niedergelegt sind. Im anschlieBenden III. Kapitel
ilber Mechanik der Gemische sind die konventionellen Theorien {liber
Konsolidation aus dem allgemeinen tiberblick der Theorie der Gemische
abgeleitet. Nach Erarbeitung der das physikalische Ph&nomen charak-
terisierenden Grundgleichungen werden im IV. Kapitel &hnlich wie

in der Elastostatik Prinzipe der virtuellen Arbeiten aufgestellt.
Dies erfolgt im Hinblick darauf, daB die Methode der Finiten Ele-
mente als Ritzsches Verfahren mit lokalisierten Ans&tzen interpre-
tiert wird. Wie in diesem Rahmen finite Formulierungen fiir elastisch,
por&se Korper angegeben werden kénnen, dariiber gibt das V. Kapitel
Auskunft.



II. Kapitel:

Numerische Verfahren fiir eindimensionale Konsolidation (Wdrmeleitung)

1: Einleitung

Von einer Untersuchung, wie die eindimensionale Wdrmeleitungsglei-
chung mit finiten Verfahren numerisch geldst wird, k&dnnen prinzi-
piell keine neuen Erkenntnisse erwartet werden. Dazu wird dieses
Problem schon ausfiihrlich in der einschldgigen Literatur behandelt.
Wer numerisch rechnet, wird die Erfahrung gewonnen haben, daB sich
in den erzeugten Ergebnissen nicht nur die dem Problem zugrunde-
liegenden physikalischen Aussagen wiederspiegeln, sondern auch uner-
wiinschte numerische Effekte, die aus dem gew&dhlten Verfahren her-
riihren. Liegt mdglicherweise keine analytische L&sung zum Vergleich
vor, kann es auBerordentlich schwierig sein zwischen physikalischen
und numerischen "Besonderheiten" zu trennen. Die in diesem Kapitel
dargestellten numerischen Einzelheiten sind in der Literatur noch
nicht ver&ffentlicht worden. Ergdnzend dazu wird versucht, aus die-
sem eindimensionalen Beispiel praktische Verhaltensweisen fiir die
Zeititeration zu gewinnen, die auch auf mehrdimensionale paraboli-
sche Differentialgleichungen Ubertragbar sind.

Der Anstof, neben den Differenzenverfahren (FD) auch die Methode
der Finiten Elemente (FEM) fiir instation&dre Probleme heranzuzie-

hen, erfolgte in einer Arbeit von Gurtin |1|, in der u.a. ein Va-
riationsprinzip filir die Wdrmeleitungsgleichung angegeben wurde.
Dieses Funktional verwendend behandelten Wilson u. Nickell |2|
Beispiele fiir Warmeleitung mit FEM. Diese Arbeiten geniligten Desai

u. Johnson [3], |4| in zwei weiteren Veriffentlichungen Probleme
der eindimensionalen Konsolidation darzustellen. Hier wird versucht,
das Fehlerverhalten z.B. in Abhdngigkeit der Schrittweite At fir

FEM numerisch zu ergriinden. Dieses Unterfangen ist nur teilweise
gegliickt, denn aus ihren zahlreichen Darstellungen gelingt es nicht,
eine optimale Strategie flir die Zeititeration und somit auch fiir
die Wahl von At abzuleiten. Dariiber hinaus wenden sie die Methode
auf geschichtete Probleme an, indem schichtweise verschiedene Mate-
rialwerte eingesetzt werden. Wie theoretische flberlegungen zeigen,
ist dieser L&sungsweg unvollstdndig. Die gute {Ubereinstimmung zwi-

schen numerischen, analytischen bzw. experimentellen Ergebnissen,

die Desai u.a. in ihren Arbeiten |3| und |4| erzielt haben, t&uscht

{iber die spezielle Auswahl ihrer Beispiele hinweg.



In den folgenden Abschnitten wird ein stédndiger Vergleich zwischen
FD und FEM angestrebt. Im ibrigen hdttendie Ausdrilicke nach FEM

fiir das lineare Element auch ohne Variationsprinzip direkt aus der
Differentialgleichung gefunden werden k&nnen. Nach einigen Uberle-
gungen iiber die Zeititeration, woraus der Rechenaufwand ermittelt
wird, wird mit numerischen Mitteln versucht, das Fehlerverhalten
fiir FD und FEM zu ergriinden. Ein Aspekt liegt in der Ab&dnderung

der Anfangsbedingungen. Zum SchluB wird eine Korrekturformel fiir
geschichtete Medien vorgeschlagen.

2. Zusammenstellung der Grundgleichungen

2.1 Differentialgleichung von Terzaghi

Die von Terzaghi abgeleitete Differentialgleichung des Porenwasser-
{iberdrucks in gesdttigten, bindigen Bd&den hat die Gestalt |11|
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2.2 Differenzenaleichuna

Wird filir die zweite Ableituno in (1) die zentrale Differenzen-
formel beziiglich des Knotens i herangezogen, so erscheint (1)
in der Form

Pi,5 7 n? [pi—1,j = E By 5 ¥ pi+1,j:| =0 (%)

Bei Auflistung aller Feldgleichungen erhilt man fiir das Gesamt-
system

Eb-FI p=8 , (5)
wobei E gie Einheitsmatrix, Ib die Matrix, die den Differenzen-
stern gemdB Gl. (4) enth&dlt und @ den Nullvektor bedeuten. Der Vek-
tor p enthdlt die noch unbekannten Driicke 1 in den Knotenpunkten
zi(i=1, ...,n) zZum Zeitpunkt tj. Die Randbedingungen (3) sind in
dem System (5) beriicksichtigt, wobei die Druckwerte auf dem Rand

zu Null angenommen werden.

2.3 Methode der Finiten Elemente

2.3.1 vVariationsprinzip

Wiedie DGL (1) mit der Methode der Finiten Flemente verkniipft
wird, ist in |[2| und |3| gezeigt worden. Das notwendige Varia-

tionsorinzip hat Gurtin |1| gefunden.

Die wichtigsten Schritte sollen noch einmal wiederholt werden.
Die Integration von (1) unter Beriicksichtiguna der A.B. (2)

liefert

t32
S £ 5;% dt = p(z,t) - P, (z) (6)

Das zu dieser Integralgleichunag Hguivalente Funktional

hat unter Berlicksichtiaging der R.B. (3) die Form [1]|, [3]

Flp] =

O —r
O =t

T
3 3
[p(z,t-1)p(z,1)+c, —BZP(th"T)({aZ'P(z,G)dg

-2 po(z)p(z,t—r)]drdz (1)



Fiir den Verlauf von p(z,t) innerhalb eines Elementes gilt der Pro-
duktansatz
p(z,t) = ¥(z) p°(t) (8)

Die Matrix V(z) enth&dlt die lokalen Ansatzfunktionen und der Vek-
tor Ee(t) die vereinbarten Unbekannten in den Knotenpunkten. For-
males Einsetzen von Gl. (8) in Gl. (7) ergibt pro Element
; - =
mit v (z) = 37 ¥(z)

t e

h T
Flp] = [ 2° (t-1) | [zt(z)x(z)giT) | vi(z) v (2)p%(0)do
o] o]

O “—ct+

-2 Kt(z) V(z) BEJ dz drt (9)

Folgende Matrizen werden definiert

e

Be _ i t
B = [Vv'(z) V(z)dz (10)
(o]

nd
M e

Vi(z) ¥ (z)dz (11)

cf = ¢

O —p

e
v
Die Systemmatrizen, die sich aus der Summation der Elementmatrizen

ergeben, werden mit B und C bezeichnet. Entsprechendes gilt fiir die
Vektoren p und P, des Gesamtsystems. Mit der Abkilirzung

=23 (12)
folgt aus Gl. (9) filir das Gesamtsystem

% t
Flp] = [ p"(t-1) [B p(x) +
o]

O *—nA

¢ p(o) do-2rjar (13)
Bildung der 1. Variation liefert als Resultat die zu (6) analoge

finite Beziehung &
Bp(t) + [ C plr)ar = ¢ (14)
! =

2.3.2 Ansatzfunktionen

Die Methode der Finiten Elemente soll hier als Ritzsches Verfahren
mit O6rtlich begrenzten Ansatzfunktionen verstanden werden. Somit
gelten auch die Kriterien des Ritzschen Verfahren beziiglich dieser
Ansatzfunktionen, d.h. gemdB Gl. (6) geniligt es, einen linearen
Funktionsverlauf in Gl. (8) einzusetzen. Die Elementmatrizen (1l0)

und (ll) erhalten folgendes Aussehen j3l
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Der Druckverlauf in geschichteten Medien (Bild 1) ist auf
Grund der Kontinuit#tsagleichung an der Schichtarenze z nicht

stetig differenzierbar.

B_E = k ap (16)

i 9z i+1 3z
z=—2: z=+z,

Dieser Umstand legt zuni#chst die Vermutuna nahe, daR Elemente, die
als Unbekannte sowohl den Druck als auch den Druckcoradienten ver-
wenden, fiir Schichtprobleme besser geeignet sein k8nnten. Die zuge-

hérigen Elementmatrizen (10) haben die Gestalt |3]
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2.3.3 Gesamtsystem

Mit Kenntnis der Matrizen (15) bzw. (17) 18Rt sich das Gesamtsystem
aufstellen. Fiir das lineare FElement (15) entsteht unter Berlick-
sichtigung der R.B. (3) und fiir den Fall n®=h und cve=cv das Gesamt-

system
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Differentation nach t ermdaglicht den direkten Vergleich mit (5)
. cv
hhp-+4 I R=¢9 (19)

Die Matrix T. beinhaltet ein gewichtetes arithmetisches Mittel

1
in der i-ten Zeile bezliglich

ot
2
zweite partielle Ableitung %;2 (pi) reprédsentiert. Analoge liber-

legungen gelten fiir das kubische Element (17).

(pi), wdhrend die Matrix 20 die

2.4 Analoge Differenzenformeln flir FEM

Der {ibliche Weg, wie im Abschnitt 2.2 gezeigt, filhrt nach direk-
tem Einsetzen von Differenzenformeln in die Differentialgleichung
zur Aufstellung entsprechender finiter Systeme. Als Alternative

(1)
Néherungsverfahren verwendet.

hierzu wird Gl. erst integriert und dann werden numerische

Der eindimensionale Bereich wird in n Elemente eingeteilt. Jeweils
zwei benachbarte Elemente werden zusammengefaBt, so daB zwei neue
Unterteilungen entstehen (Gitter 1 und Gitter 2), wie aus Bild 2

zu entnehmen ist.

(i-1) (i) (i+1)

© " O O O

(n) * (n+1)

@

Gitter 1
Gitter 2

o O o il

- 2h -2h- -2h-

-zh-
Bild 2: Aufbau verschieden geordneter Gitterlinien

Die Integration in Ortsrichtung iiber zwei benachbarte Elemente er-
gibt

2h

[ p az = (20)
@]

2h .5
¢ | 337 o
O
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Das Integral auf der linken Seite wird mit der Simpsonschen Regel -

auch Keplersche FaBregel genannt - ausgewertet

2h - Pi_q
[ paz=%% [1 4 ]| 5, (21)
e} .

Pis1

Auf die rechte Seite wird zuerst der Mittelwertsatz der Integralrech-
nung bezliglich des Punktes (i) angewandt, um dann im zweiten

2
Sehrditt tur %;Rz den Differenzenstern der Gl. (4) einzusetzen.

Flir den Punkt Z, resultiert aus diesen Uberlegungen der "Stern"

n %i—1 cv Pi_q
g E] 4 ﬂ 1‘31 - —h"‘ E -2 1] pi = 0 (22°)
Pi+1 Pieq

Da pro Gitter mehr Unbekannte als Gleichungen vorhanden sind,
entsteht das Gesamtsystem durch tberlagerunag der Gitter eins und
zwei. Addition aller Gleichungen liefert das schon bekannte

System (18). Es gilt zu beachten, daB aus den R.B. (3) fiir p¥=const.

noch die zusdtzliche Beziehung

p - i) = 0 (23)
verwendet werden muR.

3. M8glichkeiten zur Bewdltiqgung der Zeititeration

Fiilr die praktische Rechnuna ist die Wahl einer geeigneten Zeit-
iteration insbesondere beziiglich des Rechenaufwandes von grofer

Bedeutuna. Zwei Formulierunagswege k&nnen verfolat werden. Entweder

wie in |2]|, |3|, |4|, |5|, |6], usw. wird pro Zeitschritt ein line-
ares Gleichungssystem teilweise neu aufgestellt und gel8st, oder
man bevorzugt die Handhabuno vermdge einer fbertragunosmatrix.

Beide Darstelluncen sind ineinander {iberfiihrbar.

3.1 Aufstellen eines linearen Gleichunassystems

Fin ausfilhrliches Beispiel hierfiir ist in |2|zu finden. Zun&ichst
wird zur L&sung von (18) das dortige Integral durch Mittelwert-

bildung ersetzt

t+At

At
J{ ToRdt = T 5 [peag * R (2k)



Einsetzen in (18), d.h. mit r = I, p, =1 Rj> eraibt das LGS
- mit s = c_at/h? -

(22, - s I) py,q = (20, + s I) p; (25)
Falls
= = + p.) (26)
Breat/2 T 2 ‘RBe4at T2t
gesetzt wird, 1l&B8t sich (25) in
(2T, = s T)) Beopryp = 2 19 B¢ (27)

umformen. Das LGS (27) liefert den Druckvektor zum Zeitpunkt

t+At/2. Derjenige fiir t+At muB aus (26) gewonnen werden.

3.2 flbertragungsmatrizen

Die beiden Svysteme

2
Ep; - pz I, 05 =0 (5)
und
; c
By By~ B By 0 (19)

= A p. (28)

gebracht werden.
Fiir die zeitliche Ableitung wird

T
BJ At (Ej+1 - p:) (29)

gesetzt. Crank-Nicolson (CN) formulieren (5) unter Verwenduna von

(29) in der Gestalt

(2 - s T) ps,y = (2E + s I)) p; (30)



AnschlieBende Inversion liefert die Hbertragunasmatrix

Aoy = (2E - s T.)7 (2E+ s T) (31)

flir das System (5). Wie unmittelbar aus (25) zu ersehen ist, kann

dort

-
A = (2 Ty = B Eo)

—FEM (2T, * 8 £.) (32)

abgeleitet werden.

Die Matrix (32) kann auch aus dem System (19) auf die gleiche

Weise wie Crank-Nicolson hergeleitet werden.

In Verbindung mit den Systemen (25), (30), (31) und (32) taucht
die Frage auf, filir welche Parameter s eindeutige L&sungen existie-

ren. Zundchst wird die Definition

vereinbart. Aus den Beziehungen (10) und (11) ist ersichtlich, daBs

: a * . "
die Systemmatrizen I wund T symmetrisch sind. Ferner offenbaren

1
die Elementmatrizen (15) bzw. (17), daB sdmtliche Hauptdiagonalele-

*
mente der Matrizen I und T, positiv sind. Das ist notwendig (aber

1

, i . . * ——
noch nicht hinreichend), wenn die Matrizen I und T, als positiv

1
definit betrachtet werden. Dies soll vorausgesetzt werden. Somit

gilt fir die zugehdrigen Determinanten die Aussage

det (2:) > 0
und (+)
det (21) > 0

Auf Grund der Tatsache, daB der Parameter s nur positiv (s>oc) ge-
widhlt wird, gelten infolge Determinatenaddition die Ungleichungen

*
det (2 E + s 20) > o

und . (++)

det (2 T,+s I ) > o
Unter der Voraussetzung (++) sind die LOsungen der LGSe (25) und
(30) bzw. die der iUbertragungsmatrizen (31) und (32) fiir beliebi-

ge positive Werte s eindeutigqg.



3.3 Abschdtzung des Rechenaufwandes

Die Abschdtzung des Rechenaufwandes bezieht sich auf die Anzahl

von Multiplikationen/Divisionen. Als Ausgangspunkt wird das System

éo Pj-l-'i: _A;1 E.J + r. = r, (33)
betrachtet. Die Bedeutung der Matrizen A  bzw. A, wird aus den Gl.
(25) bzw. (30) ersichtlich. Der Vollstédndigkeit halber erscheint
auf der rechten Seite noch der Vektor r?. Wie aus Gl. (28) hervor-
geht, 1l&B8t sich Gl. (33) in die Form

= é Pj + A_1 r? (3h)

Pi+1 Zo I3

Gberflihren. Die Ubertragungsmatrix A hat die Gestalt

=1
ﬁ __‘pio é'] (35)
Nachdem die Matrizen éo und éT vorhanden sind, kann die eigentliche
Zeititeration beginnen. Die Gesamtanzahl der Iterationen betrage it’
so daB der Index j aus dem Intervall j e [o,it] stammt. AuBerdem
soll der Umstand beriicksichtigt werden, daf die Schrittweite At

k,-mal erhdht worden ist, um den Wert von it mdglichst klein zu halten.

Zur LOsung der Systeme (33) und (34) steht der GauBsche Algorithmus
zur Verfiligung. Ist die Matrix éo symmetrisch, kann auch das Verfahren
nach Cholesky benutzt werden, das den Vorteil hat, auch noch fiir
schlecht konditionierte Koeffizientenmatrizen geeignet zu sein.

Im Gegensatz zu "GauB" kann bei "Cholesky" im Falle der pos. Definit-

heit der Matrix éo auf jegliche Pivotisierung verzichtet werden.

Beide Algorithmen k&nnen filir die Verfahren (25) bzw. (30)ver-

wendet werden.

Zundchst gilt es, die obere Dreiecksform von 50 zu finden. Bei n
Unbekannten betrdgt die Anzahl der Rechenoperationen m beim GauB-

schen Verfahren |10]

G , n3 (36)
ny &3

wiahrend fiir "Cholesky" |[10]
3

e ]

C
my A

o



angesetzt werden muB. Zu (37) kommen noch n Quadratwurzelberech-
nungen. Bei Verwendung des LGSs (33) muB die rechte Seite 5;
gebildet werden, wozu

mr =).‘12 (38)

Operationen gebraucht werden. Die Modifizierung der neuen rechten

Seite bendtigt mit "Gaus"

2

G n
m, &% 5 (39)
Die Losung des Systems mit Dreiecksform erfordert
¢ . ms
ma & 3 (40)

Da die obere Dreiecksform nicht bei jedem Zeitschritt neu errech-
net wird, werden mit dem GauBschen Algorithmus proIterations-

schritt j

m? A 2n? (L41)

Rechenoperationen ausgefiihrt. Insgesamt bel&uft sich der Rechen-

aufwand fir das LGS (33) mit "GauB" somit auf

G Ey 3 .2
Uriog % 3t DY+ 24, o (42)
Die Methode von Cholesky erfordert die L&sung zweier Dreiecks-

systeme mit

+ n (43)

Operationen, so daB der Gesamtaufwand filir das LGS (33) mit der

Methode nach Cholesky mit

C

Los M (2n2 + n) (L4k)

B oim .
" e
beziffert wird. In Gl. (44) miiBten (n kt)Quadratwurzelbildungen

hinzugez&hlt werden.

Ein erheblicher Nachteil mit tUbertragungsmatrizen zu arbeiten, be-
steht in dem simplen Umstand, daB der eigentlichen Zeititeration

eine Inversion und zwei Multiplikationen vorausgehen. Die Matrizen-



inversion nach

u &

wahrend fiir die mit
C

mI Ay

anzusetzen ist. Die

"Gaun"

erfordert

n3 s

"Cholesky" nur

n3

2

Matrizenmultiplikation A;1

(k5)

(L6)

A.I addiert weitere

my = n3 (LT7)
und die Vektor-Matrixmultiplikation bedarf
m_ = n? (48)

Rechenoperationen. Filir die Aufbereitung des Systems (34) sind nach

"Gaup"

G

m> & 2n3 + n? (L9)
und nach "Cholesky"
n® A % nd3 + n? (50)

Rechenschritte erforderlich. Der Vorteil der Ubertragungsmatrizen

folgt aus der geringen Anzahl m pro Iteration j, flir die

m . = n? (51)

angegeben wird. Der Gesamtaufwand filir das System (34) mit dem GauB-

schen Algorithmus 1&8t sich zu

G 3 2 .
my 2k, n® + n (kt +1t) (52)
summieren. Mit dem Verfahren nach Cholesky miissen
c 3 .
my ¥ 5 ktn3 + n? (kJC +i,) (53)
angesetzt werden. Ein Vergleich zwischen (42) und (44) bzw. zwi-

schen (52) und (53) offenbart, daB der Unterschied in der Anzahl

der Rechenoperationen beider Algorithmen nicht so gravierend ist.




w 1B =

In Worten ausgedriickt, bedeuten die Gl. (42) und (44) bzw. (52)

und (53), daB ein Erhdhen des Faktors kt die Rechenoperationen um

nd widhrend ein Anwachsen des Faktors it dieselbigen nur um n?

ansteigen 1&dBt. Zhnliche Verhdltnisse gelten flir die Rechenzeit.
Daraus 1ldRt sich die SchluBfolgerung ziehen, daB sinnvolle Stra-
tegien fiir die praktische Zeititeration nicht allein eine Ver-

ringerung des Wertes i, zum Ziele haben k&nnen, die durch sté&n-

t
diges Ansteigen der Schrittweite At erkauft wird. Das bedeutet,
ein Minimum an Rechenoperationen - und somit an Rechenzeit -

wird in Abhdngigkeit der Unbekanntenanzahl n nur durch Berilicksich-

tigung der beiden Grd&Ben kt und it erreicht.

Es verbleibt, die Frage zu l1l&sen, ob in Abhdngigkeit der Para-
meter it’ kt und n das LGS (33) oder das System (34) mit der Uber-
tragungsmatrix (35) gewd&hlt werden soll. Zur Beantwortung werden
die Beziehungen (44) und (53) gleichgesetzt.

k % 3 .
LI P 2 & & 3 2
Zt n i (2n4+n) > ktn + n (lt+kt) (54)
Bei Vernachldssigung des linearen Terms in n erhdlt man

n2 [1.33 ktrz— (it —kt)] a O (55)

Aus Gl. (55) geht die Abschédtzung

ng (i -k )/1.33 k (56)

hervor. Ein Zahlenbeispiel m&ge (56) veranschaulichen. Fiir kt= 2
und it = 150 liefert (56)

n & 56 , (57)

d.h. flir n < 56 ist das System (34) glinstiger.

4, Experimentell numerische Fehlerunte&suchungen

Das Beispiel der zweiseitigen Drainage soll zur besseren Erkldrung
numerischer Effekte mit verschiedenen Anfangsbedingungen gerechnet
werden. Die analytische L&sung u(z,t)der DGL (1) mit den R.B.



ulost) = uwl(L,t) =0 (58)

und der A.B.

. L Bl I ST " .. W
lautet |11
L T 1 -k Mt k
u(z,t) = - U z X 31n(§i z) (60)
m=1
’1T2Cv
mit M = IH und k = 2m-1

Zundchst soll von der unendlichen Reihe nur das erste Glied mit-
genommen werden.

u,(z,t) = u o % gin (%%) (61)

Es gelten die R.B. (58), aber die A.B.
uy(z,0) = u_ sin (Z%) (62)

Dieser Fall ist physikalisch nicht relevant. Diese partikulédre
L&sung von (1) hat den Vorteil, eingliedrig zu sein, d.h. die
duBere Gestalt (61) entspricht formell dem Ansatz (8) der FEM-

Rechnung.
N&herungsldsungen werden mit den Ubertragungsmatrizen gCN und
ﬂFEM erzeugt. Simultan wurden LOsungen mit Hilfe der zugehOrigen

LGSe errechnet. Es hat sich herausgestellt, daR die Ergebnisse
beider Formulierungen auch iiber lange Zeiten hinweg v&llig mit-
einander {ibereinstimmen. Untersucht wird sowohl der absolute

Fehler

e =p - u (63)

als auch der relative Fehler in Prozent
e = (p-u)/u + 100 (6k)

Als dimensionslose Gr&Ren dienen

2

AT = At H% (65)
c

T=tﬁ-§ (66)



_20_

Flir alle Beispiele wurde die Schichtdicke 2 in 20 Elemente,
d.h. 21 Knoten aufgeteilt.

4,1 Sinusprofil

Der exakte Druckverlauf in Schichtmitte (Knoten 11l) filir zweisei-

tige Drainage ist in Bild 3 2zu sehen.

1,0 Uqgg

05

\.____-_______

i -5 1 2.

Bild 3: Druckverlauf in Schichtmitte

Die folgenden Fehlerdarstellungen beziehen sich flir FEM immer auf
das lineare Element. Der absolute Fehler e,q in Schichtmitte fiir
FEM ist in Bild 4 dargestellt.

AT= .5 /

AT= 2.

0,0001

0,0005 \ - A

-0,001 | ey= py- Uy

Bild 4: Absoluter Fehler, Sinusprofil, FEM



In Bild 5 wird der Vergleich mit Crank-Nicolson (CN) gezogen.

&y " Py=Uy

00005

0,0001

= |

N 1. 2.

Bild 5: Absoluter Fehler, Sinusprofil, CN

Der Ortliche Verlauf des Fehler e ist zu ausgewdhlten Zeiten

fiir die beiden Verfahren in den Bildern 6 und 7 aufgetragen worden.

t ] 3 ? : ¢ ! : J 3 Knoten
—_—
-0,0001 o I = —  T=.02
\\\\
\\
N
Q\ T~
00005 : \\\\\\
S
\\\\-_. Fia
\\\\“‘~—- Tk
-0,001

e =p;-u; (1=1,...n)

Bild 6: Absoluter Fehler, Sinusprofil, FEM, At = 2.



e=piui (i=1,...n)
00007 g T=.4

00005, //// Pl
/ T=.1
/

i
8

/L )
|

Z-

1 2 3 4 § 17 @§ 9 0 1

0,0001

N

Knoten
Bild 7: Absoluter Fehler, Sinusprofil, CN, At = 2.

Wie aus den beiden letzten Bildern ersichtlich ist, ist der Ver-

lauf von e offenbar der Funktion sinz proportional.

Gleichung (64) ergibt, daB zu einer festen Zeit T der Wert des
relativen Fehlers e in allen Knotenpunkten gleich sein muB.
Die Numerik bestdtigt dies. Die e-Kurvenin den Bildern 8 und 9

sind somit unabhdngig von der z-Kocrdinate.

3

‘E::ffffzﬁ_hh‘hj' ‘2
ATI '15

-19% N .
AT = 2.

\ T%\ .

A
_2% i

Bild 8: Relativer Fehler, Sinusprofil, FEM

£ (p-u)/u - 100

2% !
- .5

+1% . — 3;: ;
AT- &,

| a
«I 2

_170 e ——

\ AT. 4,0'

_270

Bild 9: Relativer Fehler, Sinusprofil, CN



Zu zwei verschiedenen Zeiten (T = .4 und T = 1.) wurde der rela-
tive Fehler ¢ als Funktion der Schrittweite At aus den Ergebnissen
gemdB den Bildern 8 und 9 ermittelt. Das Resultat fiir FEM und CN

ist in Bild 10 zu sehen.

+19%, € T=.4 ] +19 € I=1
- 24 0. AT -_\\ At
._‘;‘______" i C.N %_ é. 5. 0.
_\ . .
_1‘9/0 FEM -1% \\Q C-N.
- FEM

Bild 10: Relativer Fehler e = e(At) flir FEM und CN

4.2 Rechteckprofil

Die Ausrundung des Rechteckprofils bis zum Sinusprofil verursacht
ein schwingendes Verhalten der Ndherungsldsung um den exakten Wert.
Eine #hnliche Beobachtung machten Wilson u. Nickell |2|, S. 285,
Fig. 7. Ld&nge und Amplitude des Einschwingvorganges hdngen stark
von AT ab und sind in den einzelnen Knoten v&llig verschieden. Eine
Voraussage erscheint kaum m&glich. Die in den Bildern 11 und 12
vorhandenen Markierungen stellen Werte des relativen Fehlers fir

unmittelbar aufeinanderfolgende Iterationsschritte dar.

2% s

+19,

I
N

Bild 11: Relativer Fehler, Rechteckprofil, FEM, AT
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Bild 12: Relativer Fehler, Rechteckprofil, FEM, AT = 2.

Nach Abklingen des Einschwingvorganges ist ¢ in allen Knoten
gleich und entspricht im weiteren Verlauf in etwa demjenigen
des Sinusprofils (gestrichelte Linde). Wdhrend fir AT = .5 das
Vorzeichen von € nach kurzer Zeit beibehalten wird, ist fir

AT = 2. ein stdndiger Vorzeichenwechsel zu beobachten. Aus die-
sem Grunde erscheint eine Fehlerdarstellung in der Form e=c(At),

wie in |3| und |4| geschehen, filir dieses Beispiel wenig sinnvoll.

Das "einfache" Differenzenverfahren (5) in der Fassung (31) zeigt
ein prinzipiell gleiches jedoch wesentlich ruhigeres Verhalten

(Bild 13). Der Tausch der Matrix E gegen die Matrix T, hat offen-

bar keinen Vorteil erbracht. 1
Das in den Bildern 11 und 12 dokumentierte Verhalten des relati-
ven Fehlers e fiir FEM hat zahlreiche Autoren, u.a. |6|, dazu ver-
leitet, die numerische Rechnung mit kleiner Schrittweite AT zu

beginnen. Um die Rechenzeit zu mindern, wird AT dann allm&hlich

erhdht. Dies hat zur Folge, daB die libertragungsmatrix éFEM bzw.
das LGS (27) sté&ndig neu aufgebaut werden miissen. Eigene Tester-

gebnisse haben jedoch ergeben, daB dieser Aufwand reduziert werden



w OB &

(3

+49,

— .

+2%

—  E= g

-4%

-6%

-8%

-10%

Bild 13: Relativer Fehler, Rechteckprofil, CN, AT = 2.

kann. Um ein gutes Fehlerverhalten zu erreichen, wird eine Anlauf-
rechnung mit geringerem AT durchgefiihrt. Zu einem vorgewdéhlten Zeit-
punkt TO wird die Schrittweite AT dann schlagartig auf den Wert er-
htéht, dessen zugehdriger Fehlerverlauf sich in vertretbaren Grenzen
hdlt. Die hier willkiirlich vorgenommene Erh&hung von AT = .5 auf

AT = 5. hat auf die Stabilitdt der Numerik noch keinen merkbaren Ein-

fluB gehabt. Fiir dieses Beispiel inBild 14 wurden 76 Iterationen bendtigt.

—=] AT=.5 AT= &. =|l
-_E_ 1 2: .
M o= O ———
-2% =o— o z=0fL -
-3% {f
-4

Bild 14: Relativer Fehler mit Anlaufrechnung, Rechteckprofil, FEM

Die Strategie der Anlaufrechnung und die Wahl des Zeitpunktes To
h&dngen von der anfangs gewdhlten Schrittweite AT, von dem numerischen
Verfahren, dem physikalischen Problem und nicht zuletzt vom subjek-
tiven Verhalten des Benutzers ab. In den sich in unmittelbarer Nach-
barschaft des Randes befindlichen Knoten schwingt der Fehler am
stdrksten. St&dnde keine analytische Vergleichsldsung zur Verfiligung,
miiRten in diesen Punkten die numerischen Ergebnisse mehrerer aufein-
anderfolgender Iterationen beobachtet werden. Somit wird in etwa aus
den zahlenmdBigen Werten entnommen, wie schnell die Schwankungen ge-

dimpft werden. Bei geniigend "kleiner"Wahl von AT kann die Anlaufrech-



nung schon nach "wenigen" Iterationsschritten (~20:+30) beendet
werden. Bei diesem eingeschwungenen Zustand darf die Schrittweite

AT sprunghaft, d.h. sehr stark, erhSht werden. Da die Fehlerver-
ldufe in diesem parabolischen Beispiel fiir Crank-Nicolson glinstiger
ausfallen als fiir FEM, kann der Wert von TD fiir C.N. natiirlich klei-
ner angesetzt werden als filir FEM. Es steht dem Benutzer frei, die
Anlaufrechnung {iber die hier geschilderte Praxis auszudehnen. Jede
gute Zeititeration sollte unabhdngig von der Anzahl der Unbekann-

ten mit insgesamt 150 Schritten (itg150) auskommen.

5. Modifikation filir geschichtete Medien

Die finiten Gleichungen (19) werden fiir jede Schicht mit den ent-
sprechenden ci—Werten und Elementl&ngen n hingeschrieben. Die
tibergangsbedingungen an der Schichtgrenze Z, sind beim linearen
Element die Stetigkeit des Drucks und beim kubischen zus&dtzlich
die Kontinuit&tsgleichung (16). Das Verhdltnis der Permeabilitdten
k\)/k\)

%1 wird im zweiten Fall dadurch berlicksichtigt, daB mit Hilfe

Orainage

cht 1 2
L 30 20
E
k
n

20 70
011075 | 0f- 1075

03 0,25
cy a2 0033

0t

———— lineares Element
—we—e= kubisches Element
——— nach GuBmann/Spotka

e Krause
\
= \é -o—o= nach Abbolt
N
\
\
\

02

undurchidssig i ! =
O O O O TN f
cm?

[em]
!

z

Bild 15: Beispiel fiir zwei Schichten



von (16) entweder nur der rechte oder der linke Druckgradient als
unbekannt mitgefiihrt wird. Flir geschichtete Medien sind auch ana-
lytische Wege |7| und |8| beschritten worden. Ein Zahlenbeispiel
ohne praktische Bedeutung (Bild 15) offenbart die schlechte Uber-
einstimmung fiir beide Elementtypen mit einer L&sung nach GuBmann/

Spotka |8

Dieser Mifstand ist auf die Tatsache zuriickzufiihren, daB8 an der
Stelle Z, nicht nur die erste sondern alle weiteren partiellen
Ableitungen nach z unstetig verlaufen, d.h. die DGL (1) ist fiir
2=z nicht eindeutig definiert. Somit reprédsentiert die Matrix
T, in der v-ten Zeile beim linearen bzw. in der (2v-1)-ten und
2v-ten Zeile beim kubischen Element einen Wert, der nicht existiert.

Die betreffenden Zeilen sind also inkonsistent.

Flir das Differenzenverfahren wird im folgenden eine Korrekturfor-
mel fir die zweite partielle Ableitung vorgeschlagen. Die Herlei-
tung ldBt sich nicht auf das Variationsprinzip (7) ausdehnen und
ist auf den eindimensionalen Fall bezogen. Zu diesem Zweck wird

fir 2=z, die rechtsseitige

h2 2
~ 3p v+1 3
play*hy ) = py + By o 57 ¥ = SR o (67)
z=+2z zZ=+z
\Y) Vv
und die linksseitige Tavlorentwicklung
nh? 2
. - - 3p e
pleg-by) = Dy hy 32 * 2 EZ% o (68)

hingeschrieben. Entscheidet man sich dafiir in dem Svstem (19)
2
- lineares Element - in der v-ten Zeile z.B. den Wert c A—g

v,V 3z __
durch einen finiten Ausdruck darzustellen, so muB (67) und 2E72y
(68) entsprechend aufgeldst werden. Dies geschieht dadurch, daRr

auBer der Kontinuitdtsgleichung (16) noch die Beziehuna

k., 82 3
T3 % = Bgoy 522 (650

Z

eingefiihrt wird. Diese folgt aus der Torderung, daB nicht nur

das Geschwindigkeits- sondern auch das Beschleunigungsfeld der



Fliissigkeitsteilchen stetig verlaufen soll. Nach kurzer Zwischen-
rechnung folgt aus (67) bzw. (68) mit (16) und (69) der Ausdruck

32
cv,v BZE z=—7 & &1 [ho go pv—1 - (1+hogo)pu E p\)+1:I (70)
v
mit
h k
h = v+ 1 g _ v
3
o] hv e} kv+1
und
= 2 2
g1 ° cv,\)+1/(go cv,v+1 hu+1/cv,v ® hv)

Das Resultat dieser etwas kompliziert erscheinenden Gewichtung

der v-ten Zeile ist ebenfalls in Bild 15 eingetragen worden.

Ein anderes Beispiel fiir vier Schichten ist in Bild 16 zu sehen.
Flir FEM wurden mit Anlaufrechnung bei Verwendung von 39 Unbekann-
ten etwa 160 Iterationen ben&tigt, was einer Rechenzeit von ca.
30 sec an der Anlage CD 6500 entspricht.

Fiir das Differenzenverfahren hat sich Abbott |9| eine Modifizie-
rung liberlegt. Die {ibereinstimmung nach dieser Idee ist in

Bild 15 nicht ganz so gut wie in Bild 16. Einschrinkend ist zu
bemerken, daB flir diese Ergebnisse dquidistante Stiitzstellen

benutzt werden muBten.

Die Frage, warum in |3| und |4| auch ohne Korrektur relativ qute
Ergebnisse erzielt worden sind, 1&Rt sich nun beantworten. Fiir
den Spezialfall

k\) CV v
= B e i—
k ¢ (71)
v Vvt
und hv=hv+1=h vereinfacht sich die rechte Seite der Gl. (70) zu

dem bekannten Ausdruck,

;
e l:cv’v By ~ Mgt aelBok Sy v P\,+1_-] (72)



der sich ergibt, wenn die einzelnen Schichten nur unter Beachtung
der Stetigkeit des Drucks zusammengefaBft werden. Die Relation (71)

wird in den von |3| und |4| vorgefiihrten Beispielen in etwa gewahrt.

Drainage

08

Schich] 1 2 3 4
¢ 8. 20. 32 12.
E | 8. |60 40 0.
k |01 10% 01105051075 [01- 106
n |os5 | a8 | o2 03
cy | 09 | 036 | 005 | 00043

‘02

——— nach GuBmann/ Spotka
| —— Krause

<+——o- nach Abbott

2F

——=—= lineares Element

24

undurchldssig ' >-p
g1 02 03 0O+ 05 d5 07 08 09 10 [ kp ]
c,nﬂ

[em]
]

z

Bild 16: Beispiel flir vier Schichten

6. Zusammenfassung

Die wichtigsten Erkenntnisse dieses Kapitels rekapituliert sind
folgende.

Nachdem zwei verschiedene finite Systeme gemdB8 FD und FEM aufge-
stellt worden sind, wurden experimentelle Fehleruntersuchungen

fiir unterschiedliche Anfangsbedingungen durchgefiihrt. Flir die in
den Bildern 4 bis 14 gezeigten Fehlerverldufen diirften analyti-
sche Ausdriicke schwer erh&dltlich sein. Aus den Fehlerverldufen fir

diese parabolische Diffferentialgleichung und der Abschdtzung des



Rechenaufwandes wurde eine Strategie fiir die praktische Zeitite-
ration entworfen. Mit Hilfe einer Anlaufrechnung wird der Fehler
in vertretbaren Grenzen gehalten und die Anzahl der Iterations-
schritte reduziert. Strategien fiir die Zeititeration allein unter
dem Blickpunkt einer Minimisierung des Wertes it zu befolgen,

ist nicht sinnvoll. In diesem Sinne kann diese Praxis auf andere

parabolische Probleme angewendet werden.

Flir geschichtete Medien konnte experimentell bewiesen werden, daB
der von Desai u.a. eingeschlagene L&sungsweg falsch ist. Darauf-
hin wurde eine verallgemeinerte Differenzenformel entwickelt, in
der die ndtigen Ubergangsbedingungen beriicksichtigt wurden. Die
numerischen Ergebnisse nach dieser Korrektur sind besser als die

nach einem anderen Vorschlag von Abbott.
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ITI. Kapitel:

Mechanik der Gemische - mit Bezug auf gesdttigte, pordse Medien

Jss Einleitung

Die Theorie der Gemische, zusammengesetzt aus mehreren festen,
flissigen und gasférmigen Medien, hat Untersuchungen iiber Be-
wegungs-, Kontinuitdts- und Materialgleichungen der einzelnen
Komponenten zum Gegenstand. Insbesondere kommt sie bei Diffusions-

problemen zur Anwendung.

Ein spezieller Fall, das Gemisch fest-fllissig, wird in den
Theorien Uber Konsolidationsvorginge in der Bodenmechanik unter-
sucht. Zundchst handelt es sich darum, zu Uberpriifen, inwiefern
die Konsolidationstheorien in dieser allgemeineren Theorie ent-
halten sind. Ausgehend von den Arbeiten von GREEN u.a. |23],
|24], [25], werden die Aussagen von BIOT |9], 12|, mMANDEL |14]
und HEINRICH u, DESOYER |17| als Sonderfille erkannt. Auf dieser
einheitlichen Formulierung k&nnen dann spdter numerische

Rechnungen durchgefiihrt werden.

2. RKurzer Abriss der historischen Entwicklung

Konsolidation bedeutet Setzung. Derartige Prozesse sind fiir die
Bodenmechanik von groBfer Bedeutung, wie das Beispiel des Schiefen
Turmes von Pisa zeigt und betreffen die bindigen B&den wie z.B.

Tone.

Fir den eindimensionalen Fall hat als erster TERZAGHI (1925), |1
eine Differentialgleichung fiir den Porenwasseriiberdruck angegeben,
die in der Form mit der Fourierschen Wdrmeleitungsgleichung iiber-
einstimmt. Als Modellvorstellung fiir die Konsolidierung hat TERZAGHT
ein mechanisches Kammernsystem |2|, Bild 1, entworfen, dessen

Gleichungen der Differenzenform der Terzaghischen DGL entsprechen |8]
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Bild 1: Mechanisches Modell nach TERZAGHI



An dem Kammernmodell (Bild 1) lassen sich kurz die wichtigsten
Begriffe erkl&dren. Die Federn reprédsentieren die Reaktionskrifte
des Korngeriistes, das i.a. als elastisch angesehen wird. Die
Kammern sind vollstédndig mit Wasser gefiillt. Der Druck in der
Fliissigkeit und die Federspannung halten in jeder Zelle zu jedem
Zeitpunkt der &duBeren Last pro Fl&cheneinheit das Gleichgewicht.
Diese Addition der Spannungen beider Phasen heift Bilanzspannungs-
prinzip oder auch "effective stress principle". Der Druckunter-
schied zwischen den Zellen verursacht einen Strdmunagsprozess. Die
Proportionalitdt zwischen dem Druckgradienten und der Str&mungs-
geschwindigkeit wird Darcysches Gesetz genannt. Der Proportio-
nalitdtsfaktor hat den Namen Permeabilitét.

An Hand dieses Modells mit den obigen Annahmen stellt TERZAGHI
flir die fliissige Komponente die Kontinuitdtsgleichung auf, die
dann zu einer parabolischen Differentialgleichung filir den Poren-
wasseriiberdruck fihrt. Offenbar auf die Terzaghische Analogie
zur Wirmeleitung |2| gestiitzt, glaubte RENDULIC (1936), |[4], |5]|
den Sprung vom Eindimensionalen ins Dreidimensionale schaffen zu
kdnnen. Diese Verallgemeinerung ist heute unter dem Namen
"pseudo-dreidimensionale" Theorie geliufig |18|. Obwohl diese
Theorie weitgehend in der Praxis angewendet wird und oftmals fiir
mehrdimensionale Probleme bessere Ergebnisse liefert als Terzaghis
Gleichung, herrscht Unklarheit dariiber, wie die &HuBere Last mit

dem Anfangsdruckzustand in Zusammenhang zu bringen ist.

Die Theorie von TERZAGHI ist von FILLUNGER (1937), |3| heftig

- zum Teil recht polemisch - kritisiert worden. FILLUNGER be-
mdngelt die Analogie zur Wédrmeleitung. Er betrachtet das Problem
als Strémungsvorgang zweier Phasen fest und fliissig und fordert
die Aufstellung der Eulerschen Bewegungsgleichungen. Um den Streit
zwischen TERZAGHI und FILLUNGER schlichten zu helfen, stellte
HEINRICH (1938), |7| fiir das eindimensionale Beispiel erstmals
Gleichgewicht und Kontinuitdt fiir beide Phasen auf. Im Gegensatz
zu TERZAGHI beriicksichtigt HEINRICH noch die Tr&dgheitskréfte,

die aber - wie er selbst zeigt - praktisch vernachlédssigt werden

k&nnen.

Eine erste dreidimensionale Betrachtung im Sinne der Kontinuums-
mechanik stammt von W. FLUGGE (1934), |6|, der das Gleichgewicht

fiir einen gesdttigten, por&sen Kdrper hinschrieb.



Die heute allgemein anerkannte dreidimensionale Konsolidations-
theorie wurde von BIOT begriindet (1941), |9|. Die Biotsche Modell-
vorstellung wird durch einen gesdttigten Schwamm verdeutlicht, aus
dessen Hohlrdumen das Wasser infolge duBerer Krdfte entweicht.

In dieser Arbeit wird das Gleichgewicht und die Kontinuitdtsglei-
chung fiir das Gemisch aufgestellt. In einem Materialgesetz ver-
knlipft er die Spannungen des Festkdrpers und der Fliissigkeit mit
den Verzerrungen des Festk&rpers. Flir die Durchstrdmung gilt wie-
der das Darcysche Filtergesetz. Als Endergebnis wird offenbar, daB
im Gegensatz zu RENDULIC |4|, |5| nicht der Porenwasseriiberdruck p
sondern die Volumendilatation e des Gemisches dem Typ der Wdrme-
leitungsgleichung genligen muf, wdhrend p einer Bipotentialgleichung

gehorcht. In weiteren Aufsitzen |[10|, |11| werden Beispiele gerechnet.

Die Arbeit BIOTs war MANDEL (1953), |l4[ bekannt. Die Grundglei-
chungen begriindet er nicht n&her und libernimmt sie von BIOT. Ergdn-
zend filigt er noch die Rand- und Anfangsbedingungen hinzu. AuBerdem
versucht er den physikalischen Vorgang detailiert zu erkl&ren. Als
Einziger iiberhaupt unterscheidet er zwischen "Anfangssetzung" und
"Zeitsetzung". AnschlieBend rechnet er ein Beispiel vor. Hier beob-
achtet er, daB der Porenwasseriiberdruck &rtlich nach Aufbringen
der duBeren Last fiir kurze Zeit noch weiter ansteigen kann. Zehn
Jahre spiter stellte CRYER (1973), |20| an einer anderen Aufgabe
ihnliches fest. Seitdem wird dieses Ph&nomen auch MANDEL-CRYER
Effekt genannt.

In weiteren Publikationen (zeitlich nach MANDEL!) hat BIOT [12],
|13| versucht, seine Voraussetzungen zu verallgemeinern. Er mani-
puliert mit den Gleichungen fiir Gleichgewicht, mit dem Darcyschen
Gesetz und dem von ihm selbst postulierten Stoffgesetzen. Eine
Kontinuitdtsgleichung im Sinne einer Massenbilanz wird nicht auf-
gestellt. Diese von BIOT spdter entworfene Theorie |12| ist auf

Kritik gestoBen.

Aus diesem Grunde ver&ffentlichte HEINRICH, der sich schon in [7]
zu diesem Thema geduBert hatte, mit DESOYER zusammen eine Reihe
von Aufsitzen |15|, |16|, |17|. Wie einleitend in [17|, s. 225
betont, scheinen ihnen die Ans&dtze Biots "nicht aus den Grundlagen
entwickelt". Die Phasen fest und fliissig werden getrennt bezlig-
lich Gleichgewicht und Kontinuitdt untersucht. Das Korngeriist wird
als elastisch angesehen, filir die Diffusion gilt wieder "DARCY" .
Zwecks Vollstindigkeit beachtet HEINRICH die Schwerkraft des Ge-



misches, die aber auf den Vorgang der Konsolidation keinen Ein-
flup auslibt. Auch versucht er zu erkldren, unter welchen speziellen
Annahmen die dreidimensionalen Gleichungen im Falle einer eindi-
mensiocnalen Verzerrung in die Terzaghische Differentialgleichung
iberfiihrt werden kdnnen. Zus&tzlich findet man in|17| eine Be-
ziehung zwischen Volumendilatation des Gemisches und ZAnderung des
Porenvolumens.

Eine gdnzlich neue Entwicklung initiierten TRUESDELL u. TOUPIN
|21|. Hier wird ein Hberblick iiber Diffusionstheorien gegeben.
Ausflihrlicher stellt TRUESDELL (1962), |22| die mechanischen Glei-
chungen fiir diffundierende Medien auf und vergleicht sie mit schon
vorhandenen Beziehungen wie sie z.B. in der kinetischen Gastheorie
und in der Theorie filir die Diffusion idealer Fluide von MAXWELL-
STEPHAN vorkommen. Unter Mitnahme thermodynamischer Gr&Ren gaben
GREEN und NAGHDI (1965), |24| eine Arbeit heraus, in der von einer
Energiegleichung ausgehend das Gleichgewicht und die Kontinuit&t
flir jede Komponente abgeleitet werden. Flir spezielle Fille, wie
flissig-fliissig [24| oder fest-fliissig |25| werden Stoffgesetze
gefordert, deren Koeffizienten mit Hilfe einer Entropieungleichung
eingeschrdnkt werden. Theorien filir Gemische aus mehreren Komponen-
ten wurden u.a. von GREEN und NAGHDI (1967), |26| und von MULLER
(1968), |28| vorgestellt.

Im Weiteren soll ein Gemisch filir die Phasen fest und fllissig ver-
folgt werden.



3. Mechanik der Gemische

Im Abschnitt 3.1 werden die wichtigsten Grundgleichungen der Theo-
rie der Gemische, wie sie von GREEN u.a. |24|, |25| begriindet
wurde, kurz wiederholt. Dies geschieht in der Absicht im anschlie-
BRenden Abschnitt 3.2 die Aussagen der verschiedenen Konsolidations-
theorien mit diesen Ergebnissen vergleichen zu kdnnen. {liber die
theoretischen {iberlegungen von GREEN u.a. soll an dieser Stelle
nicht n&dher eingegangen werden. Zahlreiche andere Autoren, z.B.

| 28|, haben sich zu diesem Thema ge#uBert. Uber begriffliche Vor-
stellungen und Herleitung der Grundgleichungen konnte keine v&llige

Ubereinstimmung erzielt werden.

Jel Bewegungs- und Kontinuitdtsgleichungen nach GREEN und NAGHDI

Die Quintessenz ihrer Idee ver8ffentlichten GREEN und RIVLIN |23]
flir einen homogenen Kdrper. Sie besteht darin, zundchst eine Ener-
giebilanz durchzufiihren. Dann wird auf Grund einer Invarianzbedin-
gung die Beziehung flir die Bewegungs- und Kontinuit&dtsgleichung er-
mittelt. GREEN u. RIVLIN stellen sich bewuBt im Gegensatz zu der
Auffassung der iblichen Kontinuumsmechanik, demgemd&R die Axiome

iber Erhaltung der Energie und Erhaltung der Masse unabhdngig von-

einander existieren. Sie leiten die Kontinuit&dtsgleichung aus dem

Energiepostulat ab.

3.1.1 Definitionen

Die von GREEN u.a. getroffenen Vereinbarungen und Bezeichnungen
werden weitgehend libernommen. Das Gemisch bestehe aus den Medien
und s

s die beide gleichzeitig an jedem Ort des Gemisches ver-

’
t;eten sind. Als Koordinatensysteme werden Lagrangesche, d.h.
materielle Xi bzw. Lo und Eulersche, d.h. ortsfeste X bzw. Vi
Koordinaten benutzt. Zu Beginn (t=o) fallen beide Systeme zusammen
und kénnen z.B. als kartesische Koordinaten angesehen werden. Zu
einem beliebigen Zeitpunkt t besteht flir die Phase S 4 der Zusammen-

hang

t) i = 1, 25 3 (1)



Die Geschwindigkeiten flir ein Teilchen aus s, bzw. s, sind bei

1 2
festgehaltenen X, bzw. Yi durch
3¢. oy,
= - _ 1
Up = e BEN ¥y Regy (3)
gegeben. ' (1) (2)

Die substantiellen (materiellen) Ableitungen %% und ﬁ% von Gr&-

Ben, die mit Eulerschen Koordinaten, d.h. in Abhdngigkeit wvon

X {und t) beschrieben werden, werden &hnlich wie in der Stro-

mungsmechanik mit Gl. (3) durch
(1) (2)
iy o B ) o B a_
Dt -3t T %iax, "% De T ar Y Vioax ()

erkldrt. Hier wie im folgenden gelte die Einsteinsche Summations-
konvention: tiber gleichlautende Indizes wird entsprechend den

drei Koordinaten summiert (i = 1, 2, 3).

Die Beschleunigungen werden aus den Geschwindigkeitsfeldern

u; = ug (x1, Xps X t) und v, o=y (x1, X5 X t) mit Hilfe der
Gl. (4) bestimmt:
(1) (2)
D ui D v
fi = Dt und g; = 1 (5)

Die Dichte der Massen s, und S, bezogen auf die Volumeneinheit des

Gemisches sind P4 und Poe Die Dichte des Gemisches ist demnach
P =pq * 0, (6)

Mit Einfiihrung einer mittleren Geschwindigkeit iiber die Impulsdqui-

valenz

pw.=p1u.+02v. (T)

soll auch eine mittlere materielle Ableitung durch

(1) (2)

Do i D
P D - P1De T P2 Dt (8)

definiert werden.

Generell soll die Verabredung getroffen werden, daBf sich L&ngen-,

Flichen- und Volumeneinheiten stets auf das Gemisch beziehen.



Zum besseren Uberblick der in diesem Abschnitt 3.1 verwendeten Be-
griffe soll die nachstehende Tabelle dienen. Unterschieden wird
zwischen Gr&gen, die sich nur auf eine der beiden Komponenten be-
ziehen und solche, die charakteristisch fiir das Gemisch sind. Skalare

GrdRen werden nicht, Vektoren einmal und Tensoren zweimal unterstrichen.
Tabelle 1: Definitionen des Abschnittes 3.1

Medium 5, Medium S, Gemisch Bezeichnung

t t t Zeitkoordinate
Xqs Xps Xg Xy, Xpy X3 Xyy X5, Xg Fulersche (ortsfeste) - hier
kartesische - Koordinaten
Y Lagrangesche (materielle)Koordinaten

P P o) spez. Dichten

]
o
=
L—

I<

1]
~
<

He
N
=

1]

{wi} Geschwindigkeitsvektor
= {fi}
{v,}
= {F,}
{ﬂi}

= {g;!} Beschleunigungsvektor
Oberflédchenkraftvektor
= {Gi} Schwerkraftvektor

I o8 = e
]
2 e |
]
——
o
e
e

Diffusionswiderstandsvektor

E]
1]
E]
1]
——
3
o

von s 1

{o Spannungstensor

—
1=
]

-
A

na
]

ik

ik} - Verzerrungstensor

o

!
i

(0]

{fik} Verzerrungsgeschwindigkeitstensor

|
=
1]

freie Energie

=

WarmefluR
Wdrmeproduktion
Entropie

Temperatur

S =23 tn H

innere Energie

|
]

{ni} dufBerer Normalenvektor

I

q {qi} WarmefluBvektor

3.1.2 Energiebilanz (erster Hauptsatz)

GREEN u. NAGHDI fordern eine Energiebilanz flir das Gemisch, bei der
ebenso wie fiir einen homogenen Korper die Anderung der kinetischen
und inneren Energie der Leistung der Volumen- und Oberfldchenkr&fte
und des Wirmeflusses gleich sein muB. Wenn A die Oberflédche des

Volumens V und n, die k-te Komponente des &duBeren Normalvektors

k
bedeuten, so gilt zum Zeitpunkt t, siehe |24



p.n. u u.u. +

1 1
5V > P qM W ugus + 5 em vy vov.] da (9)

= [ (pr + p Fiu, + py6,v,) av + / (b,u, + d.v.) dA - i h dA

(A)

Die skalare GrdBRe U ist die innere Energie pro Masseeinheit des
Gemisches. Die Komponenten der massenbezogenen Schwerkraft von 5,
und s, sind Fi und Gi. Die Oberflédchenkrdfte werden mit b, und d;

bezeiihnet. Der WiarmefluB pro Fldchen- und Zeiteinheit ist nh(skalar),
wdhrend die Wdrmeproduktion im Innern pro Masseneinheit des Gemi-
sches mit bezeichnet werden soll. Das zweite Integral auf der
linken Seite wird mit Hilfe des GauBschen Satzes umgeformt. So

folgt aus (9)

DU 1
(é)[p Dt t Pq T3 uy *t oo, 8y Vi] av + (é)[(m1+m2) U+ 3 mu.u

1
B 'S mevivi] av = (é}[pr+p1Fiui+p2Givi] av + i)[biui+divi—h] dA
(10)
Hier wurden die Abklirzungen
(1)
Do, 96y 9
= — ) = —
By Dt Yk,k P17 Bt T ax (o quy) (11)
und
(2)
D p ap
2 2 d
= = +  —
By Dt 'k,k P2 T Bt Bx, (o vy ) (12)

eingeflihrt.

Physikalische Deutung der Gln. (11) bzw. (12): Die Definitionen m,

und m, stellen eine Massenproduktion Je Volumeneinheit dar.

GREEN u. NAGHDI |24| {iberlagern der Bewegung dieses Gemisches eine
konstante, beliebige Translationsgeschwindigkeit derart, daB die

Gr&Ren Pis Poos U, (Fi_fi)’ (Gi—gi), b, dy, T und h durch diese

i
Starrkdrpergeschwindigkeit unverédndert bleiben. Es muB also us
durch u;ta, und v durch LOR T mit ai=konst. - in (10) ersetzt

werden. Substraktion beider Gleichungen ergibt

' 1
a; | [ fi*o @ tusmytvympav + 5 eja; [ (my+my) av =
(v) (V)
a. 0. F.+p.G.] av + a, [ [b.+d.] aa (333
1(£)E 1 a 2 1] l(A) 1 1



Da a, beliebig ist, folgt aus (13) zundchst

f (m1+m2) dv = o (1k4)
(v)
Der"Kontrollraum" V ist natlirlich auch wieder willkiirlich, d.h.

aus (14) gewinnt man die Kontinuitdtsgleichung
m, + m., = o (15)

Treten zwischen den einzelnen Medien keine chemischen Reaktionen

auf, so muf sogar

m, = 0 (16a)

und

m, = 0 (161)

gelten. Abweichend von dem in |24| eingeschlagenen Weg, soll hier
sofort und ohne Begriindung vorausgesetzt werden, daB Spannungs-
tensoren g und T definiert werden k&nnen, die mit den Oberfl&dchen-

krdften in der Beziehung

b, = n_ o (17)

di = m T (18)

stehen. Mit (17) und (18) folgt als zweites Ergebnis aus (13)

die Bewegungsgleichung des Gemisches

(o] + T . + p1F.

5 . = + s = i
ki,k ki,k gt el = p,f 0o€ Us iy =+ Tl (19)

Die Energiegleichung (10) nimmt mit den Beziehungen (15), (17)
und (18) die Gestalt an

DU

1
L)[pr—pﬁg av - (i)h dA + (é)[p1(Fi—fi) B = 5 uiuim1] av

1
- _ — T -
+({;)[92(Gi g;)vy - 5 v;v.m,] av +({I)[Gki,k UiHo U T p P TV 4VE0

(20)
Die kinetischen Energien % U, u; om, und % vi,v.m, werden mit Hilfe der
Beweqgungsgleichung (19) ausgedriickt. Dann 1&B8t sich Gl. (20) - durch
Multiplikation der Gl. (19) mit % (ui + vi) - weiter umformen

(£)[br-o %%] av -(i)h dA +(£)%[(01Fi-p2Gi)(ui-vi}—(p1fi—ngi)(ui—viﬂ av

1 -
+{£)[2(oki Tki),k(ui vi) *Opg Yy * Ty vi,k] av = o

(21)



Wir betrachten ein Tetraeder, der von den Koordinatenebenen und
einer schiefen Ebene eingeschlossen wird. Ist Qe der WdrmefluBvek-

tor in x, -Richtung, so gilt

k
h = n,q, (22)
Ferner soll die Definition - siehe auch Abschnitt 3.2.5.3 -
o= 5 [logg=mes) o * 01 (Fy=25) = 0,(6,-g;)] (23)

eingefiihrt werden. Mit (22) und (23) nimmt (21) die Gestalt an

g Miw Y Tpg T ® (2k)

or a - OQH + 7.(u.-v.) + o
k.k Dt R .

Das ist der Energiesatz von GREEN u. NAGHDI |24|. Weiter zeigen
sie, indem das Gemisch zus&tzlich noch einer konstanten aber belie-
bigen Winkelgeschwindigkeit unterworfen wird, daB

%%i * ki ® %ix Y Tix (25)
gelten muB. Dazu ist erforderlich, daB in (24) die Verzerrungen
u, . und v, . durch u. .+Q.. und v '+Q'j ersetzt werden. Der Ten-

= P 2 S | 1,J 1J isJ
sor Qij ist willkiirlich aber antimetrisch .

Mit Hilfe der GroRe ms kann aus (19) das Gleichgewicht filir die

einzelnen Phasen ermittelt werden. Flir das Medium s, gilt

. 1 1
SRy, ¢ PRy = omy ¥ g omguy ¥ o agw, (26)
und fiir s, entsprechend
To . + p, (G.-g.) = - w, + 4 m. u. + Ly m._v. (27)
ki K 2° . i L1 g 4 2 "2 1

Bemerkung zur Definitionsgleichung (23):

GREEN u. NAGHDI |2L| bezeichnen m. els Diffusionswiderstand. Eine
dquivalente Definition hat schon TRUESDELL |22| eingefiihrt. Er um-
reiBt seine GrdRe, die hier dem Wert - ™, aus Gl. (2T7) entspricht,
mit der Bezeichnung "supply of momentrum vektor". Mit anderen Worten:

e repridsentiert diejenigen Widerstandskrédfte, die am Medium s

durch das Medium s, ausgeilibt werden. Diese tsuchen schon bei MAXWELL-

2
CHAPMAN (siehe auch |22|) in der kinetischen Gastheorie auf und wer-

den der Relativbewegung (ui—vi) proportional gesetzt.
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3.1.3 Entropiebilanz (zweiter Hauptsatz)

Zur genauen Einschrdnkung der Koeffizienten der noch aufzustellenden
Materialgleichungen postulieren GREEN u. NAGHDI |24| ferner eine
Ungleichung fiir die Entropiezunahme. Die Temperatur T und die Entro-

pie S sind GrdBen des Gemisches. Es wird die Annahme vertreten, daR

2 _ r
5 (i)(p1+p2) S av +(£)n (o u +p2vk) S dA (5)0 T a4V

¥ ]
(&)

gilt. Aus Gl. (28) erhdlt man mit Hilfe des GauBschen Satzes die

dA > o (28)

H|

Ungleichung von Clausius-Duhem

j o Tz av - [ o T av +

f % dA > o (29)
(v) (A

)

Das Oberfldchenintegral wird mit der Beziehung (22) weiter umge-

formt, so daBR die Ungleichung (29) sich zu

q
DS _ _ kLK
p T Dt or + qk,k = > o0 (30)

ergibt.

Die Energiebilanz (24) wird mit der Anderung der Entropie (30)
verknlipft. In diesem Zusammenhang wird die freie Energie A
(nicht zu verwechseln mit dem Oberflichenelement dA!) eingefihrt,

deren Definition lautet

A=U-TS (31)

Aus Gl. (31) wird durch materielle Differentiation die Relation

T — - ——"-(S 21 & 2&)

Dt Dt Dt Dt (32)

gewonnen. Die Gln. (24) und (30) ergeben unter Berlicksichtigung
der Gl. (32)

q, T
DT DA %k
p(s 35 + D) *+ mylug-v.) + Tei%i,e t TkiVi,k 7 2o (33)

Folgende Verzerrungsgeschwindigkeiten werden definiert:
2d.. = u. . + u. . (34)
1) 1sd dsl

2 f.. =V, .+ v, . (35)
1J 1,4 Jdsl

und zusdtzlich die Tensoren der Teilchendrehung
2 T.. =1u, . - u. . (36)
1J 1, Js1

2 A.. = T @ 3
1J vlsJ v:]sl ( T)



Unter Einbeziehung der Gln. (34) bis (37) erhdlt die Ungleichung
(33) die von GREEN u. NAGHDI verwendete Form

DT _ DA _ 1
p(8 Dt Dt) * TTi(ui vi) * 2 (gki N oik) dik
1 1 qkT k
e =L =il i ) "
¥ 2 0rki K Tik) fik * 2 (Uki Uik) (Fik Aik) T > o (38)

3.2 Theorien flir gesdttigte, elastisch, por&se Medien

In den ndchsten Abschnitten werden die Bewegungs-, Kontinuitdts-
und Materialgleichungen filir ein Gemisch fest-fllissig aus den ent-
sprechenden Aussagen des Abschnitts 3.1 abgeleitet. AnschlieBend
werdendie konventionellen Konsolidationstheorien wvon BIOT, MANDEL

und HEINRICH u.a. kurz vorgestellt und diskutiert.

Einige Begriffe und Erl&uterungen miissen neu eingefiihrt werden.

Das relative Porenvolumen n ist durch

n = VFl/V (39)

definiert, wobei VFl das Fliissigkeitsvolumen bedeutet. Entspre-

chend bezeichnet V, das Festkdrpervolumen. Fiir die Dichten P, und

k
02 gilt mit Gl. (39)
o, = (T-n)ok (Lo)
und
Pp = 0 Ppy (k1)

Die Dichten I und Pry sind jeweils auf die Volumeneinheit des

FestkOrpers bzw. der Fliissigkeit bezogen.

3.2.1 Voraussetzungen fiir ein Gemisch fest-fliissig

Der DiffusionsprozeB zwischen einem elastischen Festkdrper und
einer newtonschen Fliissigkeit soll auf folgenden Voraussetzungen

beruhen:

1. Zum Zeitpunkt t=o findet keine Diffusion statt.
Der linear-elastische Festk&rper sei isotrop.
Die sich einstellenden Verformungen und Geschwindigkeiten beider
Phasen sind klein. Dies soll ebenso gelten fiir die entsprechen-
den Ortlichen und zeitlichen partiellen Ableitungen dieser

Gr&Ren.



Es treten keine chemischen Reaktionen auf.

Kein Eigenspannungszustand zwischen FestkOrper und Fliissigkeit
im unbelasteten Zustand.

Der DiffusionsprozeR l&duft isotherm ab.

Beide Medien sind inkompressibel.

Quasistationdre Bewegung.

Die 8. Voraussetzung folgt unmittelbar aus dem 3. Punkt. Es wird
die Auffassung vertreten, daB die Beschleunigungen auf den zeit-
lichen physikalischen Ablauf keinen grofen Einfluf ausiiben.

Aus Punkt 7. folgt

Py = konst. und Ppp = konst. (L2)
und Punkt 8. ist
g; = f; =0 (43)

gleichwertigqg.

3.2.2 Bewegungsgleichungen

Die Bewegungsgleichung flir den Festkdrper lautet gemdB Gl. (26)

unter Berlicksichtigung der Annahmen 4. und 8. des Abschnitts 3.2.1

o + p, F. = 1. (LL)
ki,k 1 3. 1

und die der Flissigkeit gemdn Gl. (27)

G. = - 7, (L5)

G, (46)
liefert die Summation der Gln. (44) und (45) die Bewegungsglei-
chung flir das Gemisch

(O * Tpg) oKy =0 (47)
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3.2.3 Kontinuitdtsgleichungen

Die Beziehungen (16) mit den Definitionen (11) und (12) erhalten

unter Berlicksichtigung der Gln. (40) und (41l) die Form

op
k 3n _
(leg) = = 0, o= % [fi-ndn ui]’i =0 (:8)
und
ap
Fl 3n -
Bt * Ppy pg T B Ppp Vil g = O (L9)

3

Die Voraussetzung 7., d.h. Gl. (42) vereinfacht die Beziehungen

(48) und (49) zu der Kontinuité&dtsgleichung des Festkdrpers

[(1-n)u,] . = 22 (50)

und zu derjenigen der Fliissigkeit

[n V-l],i=-%} (51)
Die Kontinuit&dtsgleichung des Gemisches ergibt sich zu

Eui + 1’1(1.']._—ui):|!‘:.L = 0 (52)

Mit der Einfilhrung der Filtergeschwindigkeit

erhdlt man aus Gl. (52)
(ui + w.) . =0 (5k)
Die Definition (53) ist genau genommen keine Geschwindigkeit, son-

dern der Volumenstrom der Fliissigkeit relativ zum Festk&rper pro

Fldcheneinheit in Xi—Richtung.



3.2.4 Stoffgleichungen nach GREEN u.a.

Die Voraussetzungen, die bei GREEN u. STEEL |25| fliir diesen Fall

zu finden sind, stimmen mit den Punkten 1. bis 4. in Abschnitt 3.2.1
iberein. In ihren Ans&tzen fiir die Stoffgleichungen und die freie
Energie A miissen die Materialkoeffizienten der Ungleichung (38)

angepaft werden.

Die Bezugssysteme Xi und X werden - wegen der vorausgesetzten klei-
nen Verformungen - beide angendhert als kartesisch angenommen. Die

Verzerrungen des Festk&rpers lauten

agi BEK
+

BXk BXi

(

) (55)

e =1
ik = 2

wenn flir die Verschiebungen

x. = X. + E. (56)

angesetzt worden ist. Die Verzerrungsgeschwindigkeiten der fliissigen
Komponente sind durch

1 Bvi ka
f.x =2 G * 3x) (57)
k i

gegeben. PFlr die Dichte der Fliissigkeit mit der Dichteinderung n
gilt

+ 7 (58)

Aus den Gln. (40) und (41) 148t sich fiir die Gr&BRe n

LI W T (59)
ableiten. Die Dichte des Festkdrpers wird mit
oy =0, (1-e ) (60)

angegeben.

Die von GREEN u. STEEL |25| postulierten Ans&tze werden noch den
Voraussetzungen 5. und 6. angepaBt. Dementsprechend werden folgen-

de Ansdtze fir das Materialverhalten in linearer Form getroffen.



Flir den FestkOrper:

Osp = @ €pp 6ik + 2a5eik + Gg M 6ik (61)

Fir die Flissigkeit:

(Folog n + ag e )] 8, + Af_ 6, + 2u £ (62)

T =
1k 1k i 1k

Fiir den Diffusionswiderstand:

7. = a (u. - vi) (63)

Auf die Bedeutung der konstanten Materialbeiwerte as soll erst

spdter eingegangen werden.

3.2.5 Konsolidationstheorien

Gegenstand dieses Abschnitts sind die {iblichen Konsolidationstheo-
rien wie sie von BIOT, MANDEL und HEINRICH u. DESOYER entworfen
wurden. Auf die "pseudo-dreidimensionale" Theorie von THERZAGHI-
RENDULLIC wird nicht weiter eingegangen. Somit unterscheidet sich
die folgende Untersuchung von den Arbeiten von CRYER (1963), |20
und SCHIFFMAN u.a. (1969), |18| in denen nur Vergleiche zwischen
den Theorien von TERZAGHI und BIOT gezogen werden. Ferner wird kurz
eine Arbeit von FLUGGE, W. |6| erwihnt. Das Ziel besteht darin,
erstens Modellvorstellungen der einzelnen Urheber wiederzugeben,
zweitens die Voraussetzungen aufzuzdhlen, die sowohl direkt als
auch indirekt - d.h. nicht erwdhnt - die Autoren unterstellen und
drittens gesondert zu zeigen, daBR ihre Grundgleichungen als Spezial-
fidlle in den Abschnitten 3.2.1 und 3.2.2 enthalten sind.

3.2.5.1 Modellvorstellungen

BIOT |9|, S. 155 entwickelt folgende Vorstellung wie der Vorgang
der Konsolidation abl&uft: Ein Schwamm sei vollst&ndig mit Wasser
gefiillt. Eine &uBere Last bewirkt allmdhliche Deformationen. Diese
h&ngen von der Geschwindigkeit ab, mit der das Wasser aus den Poren
gepreBft wird. In der Arbeit |12| taucht diese Idee nicht mehr auf.



Fiir MANDEL |14|, S. 288, ist der por&se Kérper eine Tonschicht.
Die Poren sieht er - &hnlich wie Terzaghi (Bild 1) - als Zellen
an, die untereinander verbunden sind. Die Verzerrungen des Korn-
gerilistes begleiten die Bewegungen des Wassers. MANDEL fiigt einen
wesentlichen Hinweis hinzu. Er differenziert zwischen Anfangs-
setzung (deformation immédiate) und der zeitlichen Setzung infolge

Verringerung des Porenvolumens (déformation différée).

HEINRICH u. DESOYER |15|, |17| stellen sich das Korngeriist aus
einzelnen K&rnern zusammengesetzt vor. Sie sprechen von Korn-zu-
Korn-Krdften und bezeichnen das Volumenelement des Gemisches als
"Makromodell". Die &HuBere Last wird als "St&rung" empfunden, d.h.
ihre Theorie beinhaltet eine Stdrungsrechnung der Gestalt, daB sie

auBer den GroéRen, wie z.B. g, u, v, usw., noch"kleine" Ande-

=y
rungen, wie g', e', u', v', usw. einfiihren .
gen, g s E' 5 L 4, ¥

3.2.5.2 Voraussetzungen

Zwecks Kennzeichnung welcher Autor welche Annahmen einfiihrt, wer-

den folgende Abkiirzungen vorgeschlagen:

1. BIOT |9] : BI
2, BIOT |12 : B II
3. MANDEL |14| : M
4. HEINRICH u. DESOYER |15|, |17| : H

In dem unten stehenden Katalog werden diejenigen Voraussetzungen,
die von den Urhebern ausdriicklich erwdhnt werden, mit + und die-
jenigen, die nicht hervorgehoben aber trotzdem benutzt werden, mit

gekennzeichnet. Die Reihenfolge stellt keine Priorititen auf.

Tabelle 2: Voraussetzungen in den Konsolidationstheorien

Nr. Voraussetzung ' BI BIT M H
I Annahme eines linearen Elastizitdtsgesetzes + 4+ o+ 4+
e 1 L Gliltigkeit des Darcyschen Filtergesetzes + + +
I11 Kleine Verformungen und Geschwindigkeiten 4 + +
v Festkdrper sei isotrop + + &+
\ Festkdrper und Fliissigkeit seien inkompres-
sibel + + +
VI Festkdrper sei anisotrop, kompressibel

VII Flissigkeit sei viskos, kompressibel



Nr. Voraussetzung BI BIT M H
VIII Materialgesetz seil reversibel + + o+

IX Materialgesetz sei irreversibel

X Vollsté&ndige Sdttigung o =+

XI Fliissigkeit kann Luftblasen enthalten

XII Quasistationdre Bewegung O o o %

XTIT Molekularkrifte zwischen Wasser und Boden

werden nur durch Korrektur des Porenvolu-

mens berilicksichtigt +
XIV Eine Verdunstung der Fliissigkeit wird nicht
berlicksichtigt
). 4% Keine Beachtung der Kapillarkrdfte

Auf den ersten Blick wird der Eindruck vermittelt, daB je nach Ver-
fasser verschiedene Einschrinkungen gefordert werden. Die Voraus-
setzung X. wird auch von BIOT erfiillt, denn die Behauptung XI. gibt
er wieder auf. Die Aufzidhlungen XIII, XIV und XV, die nur bei
HEINRICH zu finden sind, sind fiir die hier entwickelten Theorien

ohne Bedeutung.

3.2.5.3 Gleichgewichtsbeziehungen

Die Aussagen iiber das Gleichgewicht beziehen sich bei BIOT und
MANDEL nur auf das Gemisch. HEINRICH u.a. |15| bilanziert getrennt
fiir jede Komponente. Die Reaktionskraft zwischen Fliissigkeit und
FestkOrper bezeichnet HEINRICH als "Hautreibung".

Zunichst soll durch weitere Annahmen gezeigt werden, wie verschie-
dene Darstellungsmdglichkeiten fiir das Gleichgewicht gefunden
werden k&nnen. Die wichtigste Beschrédnkung sd@mtlicher Autoren ist
in der Idealisierung der Fliissigkeit zu sehen, d.h. die Schubspan-
nungen werden vernachldssigt. Das Fluid ist also reibungsfrei und
inkompressibel. MANDEL hat versucht, die Schubspannungen der Gro-
Benordnung nach abéuschétzen. Er kommt zu dem Ergebnis, daB sie
fiir die Praxis bedeutungslos sind |14|, S. 287. Somit vereinfachen

sich die Komponenten des Spannungstensors 1 2zu

Ty = T Gik (6Lk)

Hierbei reprédsentiert die skalare GrBe 1 den hydrostatischen Druck.

Der wirkliche Druck p in den Poren - als Porenwasser (iiber)druck



positiv festgesetzt - steht mit dem hydrostatischen Druck 1 mit
Gl. (39) in der Beziehung

T (65)

BIOT |12| postuliert das Gleichgewicht des Gemisches (47) unter
Mitwirkung der Gl. (64). Er schreibt sofort

Pl g =T By T T (66)
hin. In seiner Arbeit |9| und in der weiteren Ausfiihrung von |12|
wird die Schwerkraft auBer Betracht gelassen. Dies hat MANDEL |14]
auch getan. Somit erh&lt man aus Gl. (66)

%%i,k — T (67)
Die Gleichgewichtsbeziehung gem&8 HEINRICH u.a. |15|, |16]|, |17]
wird aus Gl. (47) mit Gl. (65) abgeleitet.

o = -pK, +np. +pn (68)

ki.k 51 51

W. FLUGGE |6|, der nur einen Gleichgewichtszustand fiir einen ge-
sdttigten, por&sen Kbrper ohne Diffusionsprozef im Auge hatte,
impliziert noch bezliglich des relativen Porenvolumens die Bedin-

gung: n = konst. Das bedeutet fiir Gl1. (68)

g, . = - pK. + n p . (69)

AbschlieBend ein kurzer Kommentar zum Diffusionswiderstand:

In |15|, |16| fithren HEINRICH u. DESOYER Gleichgewichtsbetrach-
tungen flir jede Phase durch. Wie in |l6|, S. 82 nachgelesen werden
kann, gilt, daB die Summe I der von der Fliissigkeit auf den Fest-

k8rper ausgelibten Krdfte gleich

) =R+ p Un (70)

ist. Der Vektor R wird mit dem Ausdruck "Hautreibung" belegt und zu

|

=n (Vp -¥p,) (T1)

ermittelt.



Flir das spez. Gewicht Yr1 der Fllissigkeit gilt

DYy = B Pp8 = Py Gy, (i=2) (12)

d.h. die Komponenten des "Hautreibungsvektors" lauten mit (72)

R. 2o P » — Ps G (73)

Einsetzen in (70) liefert fiir die Komponenten von I

s; = (n p)’i - e, Gy (Th)
GemaR (L5) ist ™. die i-te Komponente der Reaktionskraft der Flis-
sigkeit, fiir die nach Gleichung (27) mit (16), (43) und (65) gelten
mnuf

M, = (np)’i - f, Gi (75)

Der Vergleich zwischen (T74) und (75) beweist, daB die physikali-
sche Deutung der urspriinglich als Definition eingefilihrten GroRe

L zulédssig ist.

3.2.5.4 Kontinuitdtsgleichungen

BIOT stellt in |9 |eine Kontinuitdtsgleichung auf, die in diesem
Abschnitt noch hergeleitet wird. In seiner spdteren Publikation
|12| glaubt BIOT ohne direkte Massenbilanz auskommen zu k&nnen.
MANDEL |14| prédsentiert fiir das Gemisch sogleich eine Kombination
aus Kontinuit#t und Darcyschen Gesetz. Lediglich HEINRICH |17
fiihrt zwei Massenbilanzen durch. Bei ihm sind die Gl. (50) und (54)
des Abschnitts 3.2.2 zu entdecken.

Die Kontinuitdtsgleichung des Gemisches in der Form (54) befrie-
digt noch nicht. Es erscheint erstrebenswert, die Quellstédrke als
Funktion der Volumendilatation e:s des FestkOrpers angeben zu kOnnen.

In Analogie zum homogenen Kdrper wird

e.. : = &, . (76)

definiert. Anschaulich 148t sich Gl. (76) dahingehend interpretie-

ren, daB sich der pordse Festkdrper nach auBen hin wie ein homo-



genes, kompressibles Medium verhdlt. Nach der Festlegung (3) gilt
mit Gl. (55)

T, = %, = Xj = konst, (77)

Einsetzen von Gl. (76) und (77) in Gl. (54) ergibt die in der
Literatur hdufig zitierte Kontinuit&tsgleichung - die auch
BIOT |9| angibt -

e o o (78)

Auf der rechten Seite der Gl. (78) steht die Quellstdrke des Ge-
misches, d.h. jedes Volumenelement kann physikalisch als Flilissig-
keitsquelle (senke) interpretiert werden. Die Quellstdrke selbst

kann aber nur der ZAnderung des Porenvolumens entsprechen.

Dazu eine weitere Erkl&rung:

Die Verschiebungen eines pordsen Kdrpers lassen sich in zwei Be-
griffe aufspalten. Die sich einstellenden elastischen Verzerrungen
werden noch zus&tzlich von Dehnungen infolge Verformung des Poren-

volumens begleitet. Flir die Volumendilatation eii kann demnach

e.. = eg. - e?. (79)

= e ke n i

geschrieben werden. Hier beziehen sich e?i auf den elastischen An-
teil und eii auf die Dilatation der Poren. Eine Voraussetzung zur
Herleitung der Gl. (78) war die Annahme, daB beide Medien inkom-
pressibel sind. Daraus folgt, daB e?i = 0 gilt. Somit entspricht
die Volumendilatation des Gemisches einer Dilatation des Porenvo-

lumens, d.h. Gl1. (79) liefert

e.. = e, (80)
ii ii
Die verbesserte Darstellung der Kontinuit&tsgleichung - im Einklang
mit der physikalischen Interpretation der Quellstédrke - erscheint
in der Gestalt
P
9eis "
. . = 1
Vi,i 3t (81)

Der Vollstdndigkeit halber soll erwdhnt werden, daB Rendulic |5]
noch eine andere Variante der Kontinuit&dtsgleichung anbietet.

An einer von ihm entworfenen Modellvorstellung leitet er

w. . = - &= (82)



her. Diese Form erhdlt man aus (51) und (53), wenn die Festk&rper-
geschwindigkeit uy Null gesetzt wird.

3.2.5.5 Abhdngigkeit des relativen Porenvolumens n von der Volu-

mendilatation e?i

Obwohl die Funktion n = n(efi) in den ndchsten Abschnitten dieses
Kapitels nicht bendtigt wird, soll eine derartige Relation herge-

stellt werden, weil diese in der Literatur oft "vereinfacht" wird.

Aus Gl. (50) erhdlt man mit der Festlegung (4)

& -
8 o~

1
“i,i ~ 1-n Dt (83)

o

Mit den Beziehungen (3) und (56) wird die linke Seite von Gl. (83)
mit £, = & (Xj,t) durch

3 agi 9. .
Ui i < 3% (BXj) g;j (83a)

ausgedriickt. In den Abschnitten 3.2.1 und 3.2.5.2 werden kleine

Verzerrungen in den Voraussetzungen angenommen. Das hat zur Folge,

dafR ndherungsweise flir dig Inverse an/axi von axi/axj = Gij
+agi/axj - siehe Gl. (56) -

3X. 9E.

ng ™ iy = gfi e 8y (83b)

gilt. Im Sinne der Linearisierung der Beziehung (83a) ist

3E. 3E .
a_ (1 = 9 1, _
Uii ™M oae (axj) 851 = 3% 5x%.) = i (2

anzusetzen, d.h. mit der materiellen Ableitung ( )" folgt aus
Gl. (83)

&.. = 1 (85)

Die Integration der Gl. (85) liefert mit Gl. (80)

S 1-n
e;: = ln (1_n ) (86)
o]
Mit der Reihenentwicklung von 1n (1+x) = x - x2/2 + ... bieten

sich zwel Versionen von Gl. (86) an, da nach dem ersten Glied
abgebrochen wird. HEINRICH u. DESOYER |17| leiten aus Gl. (86),

e.. = 2 (87)




ab., Die Gl. (87) entspricht der von GREEN u.a. angegebenen Bezie-
hung (60).

Eine zweite Ndherung von (83) lautet

n-n

e, .= 2, (88)

die physikalischen Verh&ltnissen etwas gerechter wird, wie folgende
iberleqgung zeigt. Man stelle sich einen por&sen Wiirfel mit den Aus-
gangsvolumen Vo vor, der zum Zeitpunkt t das Volumen V hat. Es gilt

of fenbar
V=YV +V (89)
und

V, = komst., (90)

da Dichte und Masse des Festk&rpers konstant bleiben. Auf Grund der
angenommenen kleinen Verzerrungen gilt mit Gl. (80) die Beziehung

Vo= (1 + e?i) v (91)

v Vv
F1 _ . _ 'k

Mit (89), (90) und (91) wird aus (92)

_ _ 0
n = 1 = (93)
oder 1,

(9k)

Der Vergleich von Gl. (94) mit Gl. (88) legt den SchluB nahe, daB
Gl. (88) gegeniiber dem Ausdruck (87) als Ndherungswert der Bezie-

hung (84) vorzuziehen ist.

Eine andere Berechtigung die Formel (88) zu benutzen, folgt aus
der Betrachtung des Maximalwertes von eii. Zu diesem Zweck wird
aus den Gln. (90) und (91)

. P Vr1,0 _ 22 f g
- v v
o] O

P ; i
abgeleitet. Der grdBfte Wert von €5 s wird dann erreicht, wenn das

Porenvolumen auf Null reduziert worden ist. Somit muB



\'
e?. = - L£l,0 _ _ . (96)
14 v o
Max o}

gelten. Der Beziehung (96) kann nur (88) bzw. (94) und nicht (87)

geniigen!

Eine kritische Bemerkung zu der Arbeit von HEINRICH u. DESOYER |1T7|
sei hier gestattet. In |17| wird der Gl. (87) der Vorzug gegeben,
welil der Zusammenhang zwischen e?i und n linear ist. Das hat zur
Folge, daB die erneute partielle zeitliche Differentiation der
Gl. (87) die Beziehung
Be?.
i

1 1 9n

ot - 1-n 3_ (97)
o

liefert, die aber offensichtlich im Widerspruch zu Gl. (8k4) steht.
Ohne die Beziehung (9T7) h#étte HEINRICH |17|nicht die schon von
BIOT und MANDEL ermittelten Differentialgleichungen flir die Gr&Ben

e?i und p bestltigen kbnnen.

3.2:6 Materialgesetze

3.2.6.1 DaRrcysches Filtergesetz

Das DARCYsche Filtergesetz taucht ausnahmslos bei allen Verfassern
der Konsolidationstheorien und der Grundwasserstr&mungen auf. Es
ist als Materialgesetz fiir den Diffusionswiderstand zu interpre-
tieren, auch wenn BIOT fdlschlich den Ausdruck "equation of flow"
benutzt, |12|, S. 184,

Mit den Gln. (16), (27) und (51) folgt

G, (98)

Der Ansatz (46) und die Filtergeschwindigkeit (62) liefern

n
We = = 7 7.
3 o 1

o
Kombination der Gln. (98) und (99) ergibt

n
W, = —— . W+ .
1 a (Tkl,k Py Gl) (100)



Der Proportionalitdtsfaktor o wird mit der Permeabilitdt k in
Verbindung gebracht. Es wird definiert

o5l
k ¢ = =

o (101)

Oft wird die Permeabilitd&t k auch auf die Viskositdt oder auf

das spez. Gewicht der Fliissigkeit bezogen.

Mit der Deutung (10l1) bekommt man eine verallgemeinerte Form des
DARCYschen Gesetzes. Der Zusammenhang zwischen dem "Kraftgradienten"
und der Filtergeschwindigkeit wird i.a. nicht durch eine Konstante k
sondern durch einen Materialtensor kij vermittelt. In diesem Sinne

gilt dann

Wy = kij (Tjk,k + p. G.) (102)
Wird die Fliissigkeit wieder idealisiert und filir die Durchl&dssigkeit
Isotropie angenommen, so erscheint das DARCYsche Gesetz in der
Gestalt

w. =k (t . + Ps G.) (103)

Wie aus der Beziehung (63) hervorgeht, ist das DARCYsche Filter-
gesetz der einfachste Ansatz filir den Diffusionswiderstand. Er ist
schon von MAXWELL (1860), |22| vorgeschlagen worden. Mit dem Fak-
tor ¥ sollen alle m8glichen Strémungsverluste erfaBft werden. Der

Anwendungsbereich von (103) beschrédnkt sich auf Schleichstrétmungen.

3.2.6.2 Deutung der Stoffbeiwerte fiir Festkdrper und Flilissigkeit

Wie aus dem Abschnitt 3.2.5.3 {iber Gleichgewichtsbeziehungen her-
vorgeht, wird generell in den Konsolidationstheorien die Fliissig-
keit als ideal betrachtet. Somit braucht wie die Strdmungsmechanik
lehrt, filir diese Komponente des Gemisches kein Materialgesetz ge-

fordert zu werden. Der Spannungstensor entartet zum Kugeltensor.

Dem Festk®&rper werden i.a. linear-elastische, isotrope Eigenschaf-
ten - siehe BI, M, H - zugeschrieben. Wie aus der Festigkeitslehre

bekannt, gilt der Zusammenhang

Gig = @y Cpp 843 * 20 (10k)

5 ®ik



zwischen den Komponenten des Spannungstensor g und des Verzerrungs-
tensors g. Die a-Werte in Gl. (1l06) werden dem por&sen KSrper zu-

geordnet und entsprechen den Lameschen Konstanten. Es gilt

Ev

T Ti+v) (1-2v) (105)

und

ag = G (106)

In seiner Arbeit |12| macht BIOT eine Ausnahme. Ganz allgemein
postuliert er ein Materialgesetz, bei dem sd&mtliche Spannungen,
d.h. Oy
und der Volumendilatation e der Fliissigkeit gebracht werden.

und ¢, in lineare Abhdngigkeit mit den Verzerrungen €k
BIOTs Elastizitdtsmatrix ist symmetrisch und besitzt zundchst

28 verschiedene Elemente. In dieser Formulierung kann der Festk&rper
anisotrop sein. Im Fall der Isotropie glaubt BIOT mit vier elasti-

schen Konstanten auskommen zu kdnnen (siehe auch DERSKI [19]).

Die Behandlung der Materialgleichungen in der obigen Art bedarf
einiger Hinweise. MANDEL und HEINRICH behaupten ihre GrdéRen a),
und o5 charakterisieren allein das Gemisch. MANDEL betont jedoch,
daR ein Ansatz gemdB Gl. (104) fiir das Korngeriist unbefriedigend
ist und diesbeziiglich Verbesserungen vorgenommen werden missen.
BIOT und GREEN geben allgemeinere Materialgesetze an. Ihnen allen

ist gemeinsam, daB eine nédhere Bestimmung unterbleibt.

Die von GREEN u.a. angegebene Stoffgleichung flir die Festkdrper
lautet - siehe Gl. (61) -

= o, B éij + 2&5 eij + ogn 8. . (107)

O s

il

Es wird jetzt {iberpriift, wie die Dichte&nderung n mit der Volumen-
dilatation € m in Verbindung gebracht werden kann und welche An-

derungen sich fiir G1. (10T) ergeben.

Mit Hilfe der Gl. (59) erscheint Gl1. (10T7) in der Gestalt

= a) e §.. + 2a_ e . + aB(n—nO) By §.. (108)

g. .
1J mm 1] > 4id 1J

Als wertvoll erweisen sich die Beziehungen des Abschnitts 3.2.5.5.

Es folgt aus Gl. (9L4)



P
.. = & & sia = 5
1 a) e 513 + 2&5 elJ u80F1(1 no)ekk le (169)
Gl. (109) wird mit Gl. (93) weiter umgeformt
eik
Uij = o) e o Gij + 2u5 e ; + a8pFl(1—no) 1+eP Gij (110)
13
Unter der Annahme, daB
P
e, << 1 (111)
zutrifft und mit der Abklirzung
ag = ag pFl(1_no) (112)
wird aus Gl. (110)
G:m = 8y e §.. + 2a_ e.. + a eP §:a (113)
ij L "mm i) 5 ~ij 8 “kk ij

gewonnen.

Wie den Voraussetzungen der Abschnitte 3.2.1 und 3.2.5.2 zu entneh-
men ist, ist ausschlieBlich der Fall eines inkompressiblen Fest-
kdrpers von Interesse., Dann kann aber die Beziehung (80) herange-
zogen werden. Unter diesem Blickpunkt erh&dlt man die modifizierte
Form der von GREEN u. STEEL postulierten Materialgleichung fiir einen
elastischen, pordsen Kdrper. Es ergibt sich

= (0:)4 + E«B) e §.. + 2a e. . (llh)

G 5
2] mm 1] 5

als Spezialfall der Form

(115)

993 T %ijx1 ®x1

wobei der Materialtensor {c.

1jkl} in i) und k1 symmetrisch 1st.

3.2.7 Formulierung der Rand- und Anfangsbedingungen

Der Rand wird in verschiedene Teilbereiche aufgeteilt. Fiir jede
Komponente werden Spannungsrénder und Verschiebungsrdnder festge-

legt, die sich nicht i{iberlagern sollen.

Flir Verschiebungsrandbedingungen gilt

By = g auf 5, (116)



Auf denjenigen Abschnitten, auf denen Spannungen vorgegeben sind,
miissen die Gln. (17) und (18) gelten:

b. = n, o, . auf S (117)

und
A = M T auf S (118)

Ist der Volumenstrom Q begrenzt, so bedeutet dies

Q — Q = ni Wl auf SJ—I— (119)
Fir die Anfangsbedingung kann aus physikalischer Sicht die Forde-
rung erhoben werden, daB kurz nach der Lastaufbringung im gesamten
Bereich noch keine Volumendilatation eingetreten ist, da noch keine
Flissigkeitsverluste zu verzeichnen sind. Fiir die Integration der

Kontinuitdtsgleichung (75) resultiert aus dieser Annahme

t
e.. + [ w, . dt = e,. (120)
(o]

Fiilr den Zeitpunkt t o wird (120) zu

e.. = e.. =0 (121)
E o 13

reduziert.

3.2.8 Vergleich und Kritik der Konsolidationstheorien

Die Grundgleichungen, die sich aus der Mechanik der Gemische fiir
den Fall eines gesdttigten, elastisch, por&sen K&rper ergeben haben,
basieren auf einer breiteren theoretischen Grundlage als diejenigen
Beziehungen, die in den Konsolidationstheorien von BIOT, MANDEL

und HEINRICH zu finden sind.

Die Theorie von BIOT scheint mehr intuitiv entwickelt worden zu
sein. Seine Modellvorstellung ist verfeinert wverglichen mit der

von TERZAGHI. In seiner ersten Arbeit |9| stimmen Voraussetzungen
und Annahmen mit den erzeugten Ergebnissen noch {iberein. Von seiner
nichsten Arbeit |12| 148t sich das nicht mehr behaupten. Wie aus
Gleichgewicht und Filtergesetz zweifelsfrei hervorgeht, ist bei ihm
auch die Fliissigkeit ideal, d.h. seine Verallgemeinerung X. ent-
fillt. Die Kompressibilitdt des FestkOrpers bleibt ungekldrt, da

BIOT in |12| keine Massenbilanzen durchfiihrt.



MANDEL zitiert BIOT. Er entwickelt keine Theorie, die mit weniger
Einschrdnkungen auskommt. Sein Verdienst ist darin zu sehen, daB

er eine klare Beschreibung des physikalischen Vorgangs vermittelt.
Aus seinen {fberlegungen resultieren erstens eine Formulierung der
Rand- und Anfangsbedingungen und zweitens die Trennung zwischen
Anfangszustand und dem weiteren zeitlichen Ablauf. Rand- und
Anfangsbedingungen tauchen bei BIOT und HEINRICH nur in konkreten
Beispielen auf. AuRerdem ist er sich der Unzul&nglichkeit eines

in Analogie zum homogenen elastischen K&rper formulierten Material~-

gesetzes bewuBt.

Die Ver&ffentlichungen von HEINRICH u. DESOYER stellen in theore-
tischer Hinsicht keineswegs einen Fortschritt dar. Ein Teil ihrer
Voraussetzungen ist fiir die Theorie iiberfliissig. Die Gleichungen
beziiglich Gleichgewicht und Kontinuit&t beziehen sich auf jede
Komponente. Das ist ein Vorteil gegeniiber BIOT und MANDEL. Die
endgliltigen Differentialgleichungen fiir Porenwasserdruck und Vo-
lumendilatation stehen im Einklang mit denen der anderen Autoren.
Ihre Rechentechnik jedoch ist unvollkommen, wie der Abschnitt
3.2.5.5 offenbart hat.

Ein groBer Nachteil s&mtlicher Konsolidationstheorien besteht darin,
daB fir die Differentialgleichung des Porenwasserdrucks p der An-
fangsdruckzustand Pe in Abhdngigkeit von den Randbedingungen beider
Komponenten nicht spezifiziert werden kann. Mathematisch gesehen
bleibt die LOsung dieses Problems somit unbestimmt. In der "pseudo-
dreidimensionalen" Theorie von TERZAGHI-RENDULIC sind zahlreiche
Abhilfen vorgeschlagen worden. Eine oft praktizierte Methode |20]|
besteht darin, den Anfangsdruckzustand P, der vertikalen Normal-
spannung gleichzusetzen, die aus der Theorie von BOUSSINESG

fiir den elastischen Halbraum errechnet werden kann.



4. Zusammenfassung

Nach einer kurzen und nur auszugsweise wiedergegebenen Darstellung
der Theorie der Gemische, wie sie von GREEN u.a. begriindet worden
ist, konnten die speziellen Theorien filir elastisch, pordse Medien
daraus abgeleitet werden. Die Grundgleichungen und deren Ergebnisse
wurden rein analytisch ermittelt. Im Gegensatz dazu benutzen die
Urheber der Konsolidationstheorien immer bestimmte Modellvorstel-
lungen. Ohne die prinzipiellen Aussagen letzterer in Frage zu stel-

len, wurden einige Besonderheiten besser herausgearbeitet.

Dies trifft fiir einen fiberblick iiber die erwdhnten Voraussetzungen
zu. Die verschiedenen Versionen von Gleichgewichts- und Kontinui-
tdtsgleichungen wurden aufgezdhlt. Das oft in der Literatur zitierte
DARCYsche Filtergesetz kann aus einem Ansatz fiir den Diffusions-
widerstand gewonnen werden. Eine Korrektur erfolgte fiir eine funktio-
nelle Abhdngigkeit zwischen den Gr&Ben n und e?i. Auf der Basis der
in diesem Kapitel dargestellten Grundgleichungen k&nnen numerische

Rechnungen aufgebaut werden.
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Bezeichnungen

{K.1}
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Elastizitdtsmodul
Erdbeschleunigung

Schubmodul

Permeabilit&t, Gl. (101)
Schwerkraftvektor, Gl. (46)
Materialtensor der Permeabilitdt, Gl. (102)
relatives Porenvolumen, Gl. (39)
Porenwasser (liber)druck, Gl. (65)
Volumenstrom, Gl. (119)
Kontrollvolumen, Definitionsgebiet
Fliissigkeitsvolumen
Festk&rpervolumen
Filtergeschwindigkeit, Gl. (53)
Materialkoeffizienten

spez. Gewicht der Fliissigkeit
Dichtednderung, Gl. (59)
Viskositdt, Gl. (62)
Volumenviskositdt, Gl. (62)

spez. Dichten

hydrostatischer Druck, Gl. (64)
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IV. Kapitel

Prinzipe der virtuellen Arbeiten filir Gemische

1. Vorbemerkungen

In den bevorstehenden Abschnitten wird das Prinzip der virtuellen
Arbeiten (P.d.v.A.) auf Gemische in Analogie zum homogenen Kdrper
ausgedehnt. Dies geschieht in der gleichen Weise wie in der Elasto-

mechanik.

Zahlreiche Variationsprinzipe fiir statische und dynamische Fille

in der Kontinuumsmechanik k&nnen z.B. in [1|, |2|, |3| und |5]
nachgelesen werden. Sie passen alle in den traditionellen Rahmen
des Hamiltonschen Prinzips, demgemdRf sich der wirkliche Zustand von
allen anderen "Vergleichbaren" dadurch auszeichnet, daB er

dem Funktional einen stationdren Wert erteilt. Unter "Zustand" wird
ein Verschiebungs-, Verzerrungs- und Spannungsfeld verstanden, der
bestimmte Feld- und Randgleichungen bezliglich eines rdumlichen De-
finitionsgebietes in einem festgelegten Zeitintervall erfiillt. Bei
dynamischen Beanspruchungen miissen somit die Anfangsbedingungen,
wie Verschiebungen und Geschwindigkeiten beriicksichtigt werden |3].

Die Materialgleichungen werden i.a. als Nebenbedingungen betrachtet.

Ist der gesuchte Zustand z.B. ein Verschiebungsverlauf, wird ein
erheblicher Nachteil des Hamiltonschen Prinzips offenkundig. Als
Information miissen nicht nur die Verschiebungen am Anfang des Pro-
zesses sondern auch noch diejenigen zu einem spdteren Zeitpunkt
zur Verfiligung stehen. Die physikalische Anfangsbedingung des Ge-
schwindigkeitsverlaufes wird nicht genutzt. Somit eignet sich
"Hamilton" nur zur Bewdltigung reiner Randwertprobleme.

Am konkreten Beispiel der Wellengleichung hat GURTIN |4| vorgefiihrt,
daBR erstens das Hamiltonsche Prinzip ungeeignet ist und zweitens,
wie vermdge Integration die Anfangsbedingungen mit eingearbeitet
werden, so daB flir die restliche modifizierte Randwertaufgabe ein

Funktional angegeben werden kann.

Der von GURTIN |3|, |4| vorgezeichnete Weg ist sp&iter von SANDHU
(1969) u.a. filir den Fall der Diffusion eines festen mit einem fliis-
sigen Medium beschritten worden. SANDHU u, WILSON |6| geben zum
ersten Mal ein Variationsprinzip fiir ein Gemisch an, das in der
Konsolidation seine numerische Anwendung findet. In zwei Vertffent-
lichungen |7|, |8| wird eine breitere theoretische Grundlage ange-

strebt.



Im 2. Abschnitt dieses Kapitels werden Prinzipe der virtuellen
Arbeiten fiir ein Gemisch aus zwei Komponenten aufgestellt. Als
Ausgangsgleichungen dienen die statischen Beziehungen im Feld

und auf dem Rand. Ebenso werden die Kontinuitdtsgleichungen fiir
beide Medien herangezogen. Die Einarbeitung des Faltungsproduktes
entspricht physikalisch einer zeitlichen Integration iiber die
virtuellen Arbeiten. In Anlehnung an GURTIN wird eine Anfangsbe-
dingung berilicksichtigt. Im anschlieBenden 3. Abschnitt wird das
Variationsprinzip von SANDHU untersucht. Die Rechnungen erweisen,
daB im allgemeinen Fall dem von SANDHU postulierten Funktional

keine stationdren Eigenschaften zugeschrieben werden k&nnen.
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2. Prinzipe der virtuellen Arbeiten filir Gemische

Die in den Abschnitten 2.2 und 2.3 aufgestellten Prinzipe der
virtuellen Arbeiten unterscheiden sich vonden P.d.v.A. der Elasto-
statik in einer wichtigen Beziehung. Das Prinzip der virtuellen
Verschiebungen und das Prinzip der virtuellen Krdfte sind in der
Statik ineinander {iiberfiihrbar. Das hé&ngt davon ab, welche Grund-
gleichungen, d.h. statische und geometrische Aussagen, als Euler-
sche Differentialgleichungen bzw. als Nebenbedingungen aufgefafBt
werden. Die im Zusammenhang mit Gemischen verwendeten Begriffe
P.d.v.V. und P.d.v.K. werden hauptsdchlich in dem Sinne gebraucht,
daR die Gewichtsfunktionen sogleich als virtuelle Verschiebungen
bzw. virtuelle Krédfte eingefiihrt werden. Es werden jedoch mit

zwei gesonderten von einander unabhédngigen Feld- bzw. Randglei-
chungen Prinzipe der virtuellen Arbeiten aufgestellt, die sich

nicht gegenseitig bedingen.

2.1 Grundgleichungen

Das von den beiden Medien ausgefiillte Gebiet wird mit V bezeichnet,
der dazugehSrige Rand mit S bzw. Teilabschnitte mit Sj. Fiir die
abgeschlossene Hiille wird V eingefiihrt. Sd&mtliche noch zu behan-
delnden Funktionen sind zu den Zeiten t = tj erklédrt, die aus

dem Intervall 0 < t < «» stammen. Somit gilt fiir jeden beliebigen

Punkt aus V mit dem Ortsvektor X = {X1, X X t} die Aussage

27’ 3-9

XeV x [o0,) (1)

Die Abkiirzung f € c™en

soll bedeuten, daB die Funktion f e §><[o,m)
in Ortsrichtung m-mal und in Zeitrichtung n-mal partiell stetig
differenzierbar ist. Flir weitere Er6rterungen wird an die Defi-
nition des Faltungsproduktes erinnert. Das Produkt zweier Funktio-

nen v,we V x [o,m) wird zu

v % w: = v(X,t) w(X,t=-1) ar (2)

O =t

festgelegt. In spdterer Verbindung mit (2) wird die Hilfsfunktion

8'(Xst) = 1 (3)

gebraucht. Bendtigt wird noch der GauBsche Integralsatz. Fiir zwei

1,0

Funktionen Oij gilt die Beziehung

x. € V der Klasse o¢.. x. € C
i h

3 ]



g..n, x. ds = wx o X F OBy Fw o0 @V
é 134 71 é(olJ,J i7" % 1,3) ’ (k)

wenn nj die j-te Komponente der &uBeren Normalen ist.

Bei"quasistationdrer" Beweqgung ohne Massenaustausch gilt flir

das Gleichgewicht eines Gemisches:

1. Komponente p,F, = m, (5)

Opi,k V
2. Komponente Tki,k 0, 5 ; (6)

Mit der Schwerkraft

pK. = p1F. + G

1 Po¥y
lassen sich (5) und (6) zusammenfassen

3. Gemisch (Uki + Tki) + p Ki =0 (8)

Die Kontinuit&tsgleichungen ergeben fiir inkompressible Medien:

1. Komponente [(1-n)u,] ., = 22 (9)
B d
2. Komponente nv,] .=-22 (10)
HoFE | 3
9eid .
3. Gemisch W. . = - = - X, . (11)
a1 4 ot n 0

Die Gl. (11) wird mit (2) und (3) zu

' = =
x, .(X,t) + g' = vii xi’i(z,o) (12)

umgeformt. In Gl. (11) ist die Filtergeschwindigkeit

w, = n(v. - u.) (13)

benutzt worden. Im Zusammenhang damit wird das Darcysche Gesetz

gebracht, das

By ) (14)

lautet und fir ideale Fliissigkeiten mit isotroper Durchlédssigkeit

zu
w. =k (1t . + e s Gi) (15)

vereinfacht werden kann.
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Die Verzerrungs-Verschiebungsbeziehungen flir ein Gemisch fest-

fliissig lauten flir die feste Phase

(16)

(x + K ) = x(i,k)

(17)

(v + v, .) = v(i,k)

Die Diskussion der Materialgleichungen lieferte filir den Festkdrper

i T Sylyn Sgs W 20g Bog % By W Yy
bzw. By 5 o
§3 (ah + aB) € nm Gij - 2a5 eij (18)
oder B
913 ™ Cimag Sy 18
und fiir die Fliissigkeit
.. = - [p . v 78
1. [pe(a6 n o+ %8 emm):| 6iJ N Afrr 613 * 2N fij (20)
oder
T.. = .. !
i3 T alJ + « ikl fkl (21)
Flir den Diffusionswiderstand wird
- o _
T, =g (ui Vi) (22)

angesetzt.

Es verbleibt, die Rand- und Anfangsbedingungen zu kldren. Dies-
beziiglich ist eine Vorbemerkung notwendig, wie die einzelnen Rand-

abschnitte der Komponenten definiert sind.

Die Einteilung der Rd&nder (Oberfl&dchen) erfolgt prinzipiell in
Verschiebungsrédnder und Kraftrdnder. Eine Uberlagerung beider
Randtypen bezliglich eines Mediums ist unzulidssig. Zum besseren Ver-
stdndnis, wie die Randabschnitte 8, und 82 des Festkdrpers und

S, und §) der Fliissigkeit aufzufassen sind, dient Bild 1.

3
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Bild 1: Symbolische Darstellung der definierten Randabschnitte

Wie Bild 1 zeigt, besteht die M&glichkeit, daB die R&nder S

und 52 mit 83

1
bzw. §) gemeinsame Teilstiicke haben k&nnen.

Auf dem Verschiebungsrand 81 glilt

x;(Xt) = x,(X,8) auf 8, x [o,«) (23)

Sind eingeprdgte Krédfte vorhanden, soll

bi(ﬁ,t) = g,. (X,t) n. auf 82 x [o,m) (2k)

und
d.(X,t) = 17.. (X,t) n. auf 83 X [o,m) (29%)

angenommen werden.

Die AbfluBmenge Q ist auf Sh durch

Q= é (ﬁ,t) = Wini auf S)-L X [o,oo) (26)

gegeben.

Als Anfangsbedingung ist fiir den FestkOrper die Aussage

x. . (X,0) = 0 in V (27)

verfiigbar. Nach Voraussetzung 1 - siehe III. Kapitel, Abschnitt
3.2.1 - gilt fiir die Fliissigkeit auf einem Teil des Randes

Q (X,0) = 0 auf Sh (28)



= 05 =

2.2 Prinzip der virtuellen Verschiebungen (P.d.v.V.)

Analog wie in der Elastostatik werden bei dem in diesem Abschnitt
aufgestellten P.d.v.V. die Gleichgewichtszustdnde im Feld und auf
dem Rand, die zu jedem Zeitpunkt t = tj flir jede Phase genau defi-
niert sind, mit Lagrangeschen Faktoren (Gxi, Syi) multipliziert.
Die Verzerrungs-Verschiebungsbeziehungen (16) und die geometrischen
Randbedingungen (23) werden spdter als Nebenbedingen eingefiihrt.
Flir bestimmte Gemische, hier z.B. fiir das Gemisch fest-flilissig,
miissen zusétzlich noch die Materialgleichungen in Betracht gezogen

werden.

Es gilt die Erkenntnis der Mechanik |11|, daR die Summe der vir-
tuellen Arbeiten verschwindet. Man unterscheidet zwischen der
virtuellen &duBeren Arbeit §A und der virtuellen inneren Arbeit
GAi, die gleich der negativen virtuellen Form&nderungsenergie
GHi ist. Es gilt

GAa(tj) + 5Ai(tj) = 0
oder

SAa(tj) = Sﬂi(tj) (29)
Das Prinzip (29) bewahrt seine Giiltigkeit filir sdmtliche tj € [o,w).
Sind die in Gl. (29) vorkommenden Funktionen stetig, so 148t sich
der Ausdruck (29) zeitlich integrieren, d.h.

t t

£ 6A,(t5) dr = £ 61, (t5) dt (30)

oder mit den Definiticnen (2) und (3)

g' ® SA_ = g' % 8T (31

Die Bewegungsgleichungen (5) bzw. (6) und die Randbedingungen (24)
bzw. (25) werden zunichst getrennt mit einer virtuellen Verschie-

bung 6x multipliziert. Flir den Festkdrper bedeutet das

o

' - 1 o -
g ié (g.. . + p1Fi wi) Gxi av + g *é (bi.o..n.)éxi ds (32)

1J J

Auf Zhnliche Art erhilt man fiir die Fliissigkeit

G, + m.) 8x, AV + g'#* [ (d.=1,.n.) §x; ds = o (33)

.. . + p
v 1dsd 2 g i ij7y
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Die statischen Beziehungen wurden in den Gln. (32) und (33)

auf den gesamten Rand erstreckt, da man sich die Verschiebungs-
rédnder freigeschnitten vorstellt und die Reaktionskrifte - mit
ﬁi und éi bezeichnet - ebenfalls zu den &uBeren Lasten zihlt.
Die virtuellen Gewichtsfunktionen Gxi kénnen willkiirlich gewdhlt
werden. Sie miissen sich nur als genitigend oft stetiq differen-

zierbar erweisen.

Mit Hilfe des Gausschen Satzes (4) lassen sich die Beziéhungen
(32) und (33) umformen. Fiir Gl1. (32) folgt

I - . P p . VvV + "% b. x. ds
g " f( Cri.j Gxi,j " p1F1 le " le) d € é g 8 i

+ g'x b.8x, ds = o (3L4)
Bo

Aus Gl. (33) ergibt sich analog

- + ' % d: dx. 4
g' % f( Tij Gxi,j - peGi Sxi + T éxi)dv g é ; 6x; ds
v
8
+ g'%x | d; 6x, ds = o (35)
Sy

Aus den vier Beziehungen (32) bis (35) konnen P.d.v.V. flir ein
beliebiges Gemisch aus zwei Komponenten zusammengestellt werden.
So folgt aus der Addition der Gln. (34) und (35) unter EinschluB
der Gl. (7)

g'® [ &x, .(o.. + 7,.) av = g'= (f pK. 8x, dV + [ b 8%, ds
g

. . d. éx. 4 36
+ é bi Gxi ds + I dl le ds + f x s) ( )

Eine andere M&glichkeit besteht in der Kombination der Gln. (33)

und (34). Dieses P.d.v.V. fir das Gemisch lautet

= = ! 2 + b. &x. ds
g'n [ (Uijaxi,j Tij,jﬁxi) v = g *(IpKiﬁxl av + [ b, &x,
v v S1
+ b, 8x. ds + f (di - Tijnj) Gxi ds) (37)
82 S

Fir ein Gemisch fest-fliissig gelten die Materialgleichungen (19)
und (21). Zusdtzlich werden die Verzerrungs-Verschiebungsbeziehungen
(16) als Nebenbedingungen eingefiihrt. Unter diesen Annahmen wird

das P.d.v.V. (36) mit den Eigenschaften des Faltungsproduktes zu



+ fe..%xT + Se. ) av =

& C. . %!
é(aeia €i5x1%k1 ii 13" 561 T
JoK.®%8x, dv + [ b, ®6x. ds + [ b.%®6x. ds + [ d.#6x. ds
3 i 1 1 2l = ! e
v 5, 5 5
5

spezialisiert. Ebenso wird das P.d.v.V. (37) in die Form

i Gxilr Sx.% k! } av =

Se..%c. . .- ; .
é( elJ C1Jklekl 51 1 1kl fkl,,j

* : . . bl LT .
[oK ®6x, av + | b, wéx. ds + [ b wéx; ds + [ (4, Tygng)WOx; ds
i S, g, 5

(39)

gebracht.

Die virtuellen Verschiebungen 6xi sollen einer Nebenbedingung
unterworfen werden. Es wird verlangt, daB sie die Verschiebungs-
randbedingungen (23) erfiillen sollen. Mit dieser Einschré&nkung

wird die Aussage

§x;(X,t) = 0 auf S, x [o,®) (L0)

erforderlich. Als Konsequenz ergibt sich, daBf in sédmtlichen Bezie-
hungen (34), (36) bis (39) die Randintegrale {liber 81 fortgelassen

werden miissen. Ist der Randabschnitt 8), ein Teilgebiet von S so

1'
verschwindet entsprechend auch das Randintegral {iber Sh' Insbeson-
dere muB darauf geachtet werden, daB durch Gl. (40) keine Anteile
der virtuellen &duBeren Arbeit aus dem Integral {iber 83 verloren

gehen. Die Forderung (40) kann, muB aber nicht erhoben werden.

In dem Prinzip (39) kann der Druckgradient leicht durch die Filter-
geschwindigkeit ersetzt werden, wenn das Darcysche Gesetz (15)
ebenfalls als Nebenbedingung angesehen wird. Somit folgt aus Gl. (39)

= -1
st s - 0x. LW, o — Ox, %!, . =
é(éelgﬁclelekl xl*klawl s | Klel fkl,J) Ly

[ o.F. ®8x. av + [ b, ®6x. ds + | b.®Sx. as
v 1 S e 1 g 1 &
1 2
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AbschlieBend sei nochmals hervorgehoben, daB die Prinzipe der
virtuellen Verschiebungen in der Form (36) und (37) fiir ein be-
liebiges Gemisch aus zwei Komponenten gililtig sind. Die Spezial-
fdlle (38), (39) und (41) erlauben die Beschreibung des Verhal-
tens eines Gemisches fest-flilissig unter Einschluf allgemeiner

Randbedingungen.

2.3 Prinzip der virtuellen Krdfte (P.d.v.K.)

Wie im vorigen Abschnitt 2.2 ausgefiihrt wurde, konnte das P.d.v.V.
ohne Schwierigkeit auf ein Gemisch bzw. dessen Komponenten {iber-
tragen werden. Die in der Elastostatik zum P.d.v.V. komplementédre
Methode, die geometrischen Grundgleichungen, wie z.B. (16) und
(23) ,als Eulersche Gleichungen zu interpretieren und mit virtu-
ellen Spannungen zu multiplizieren, soll nicht weiter aufgegriffen

werden.

Als bisher noch ungenutzte Information werden die Kontinuitdts-—
gleichungen (9) und (10) herangezogen. Hiermit wird der Vorteil
ermdglicht, daBR im Gegensatz zum Castiglianoschen Prinzip in der
Statik die virtuellen Spannungszustédnde unabhdngig von den Gleich-
gewichtsaussagen gewdhlt werden k&nnen. Letztere treten nicht als
Nebenbedingungen auf, da die Kontinuitdtsgleichung eine zweite
gesonderte Feld- und Randgleichung verkdrpert. Die Lagrangeschen
Faktoren werden sogleich als virtuelle Spannungsverldufe &8t be-
trachtet.

Beim Festkdrper bleibt die Masse vollstdndig erhalten. Deswegen

wird nur eine Feldgleichung beriicksichtigt. Aus Gl. (9) folgt

g' % f([(1—n) ui] S é—) §t 4V = 0 (k2)

v 51 é

ct

Die Flissigkeit kann zum freien Rand hin abflieBen, so daB auBer
Gl. (10) noch die Randgleichung (26) beachtet werden muB.

gl m i([nvi] . + %%) §t AV + g'= é (Q—wini) §t ds = O (43)

Die virtuelle Gewichtsfunktion 81 ist willkiirlich w&hlbar. Sie muR

allerdings hinreichend oft stetig differenzierbar sein.

Aus der Kombination der Gln. (42) und (43) resultiert ein P.d.v.K.

fiir das Gemisch. Es gilt
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de.,

g' £ (—3%3 + wi,i) §t AV + g'x% é (Q~wini) §t ds = 0O (LLk)

Mit Hilfe der Kontinuité8tsgleichung in der Gestalt (12) gelingt

die Einarbeitung der Anfangsbedingung (27). Die geometrische Be-

ziehung (16) taucht wieder als Nebenbedingung auf. Es folgt
g'* [ (g'xw, . + x, .) 6t av + g'x | [g'i(Q-wini)]GT ds = 0  (Ls)
S

v i 143

Unter Verwendung des GauBschen Satzes (4) wird (45) weiter umge-

formt
g'* f (g'*wi A §t) AV = g'* [ g'%xQ 8t ds (LE)
i ; ’ 5

Auch das Prinzip (46) bezieht sich auf ein beliebiges zweikompo-

nentiges Gemisch.

Wie aus der bisherigen Darstellung herwvorgeht, ist die AbfluRrand-
bedingung auf die gesamte Oberfldche bezogen worden. GemdR der
Einteilung der Fliissigkeitsrédnder - siehe Bild 1 - ist es sinn-
voll zu fordern, daB sich das Randintegral in den Gln. (43)

bis (46) nur lUber den Abschnitt Sh erstrecken soll. Somit mufB

die Nebenbedingung eingefiihrt werden, daR

§t = o auf S
gilt

Als weitere Nebenbedingung erlaubt das Darcysche Gesetz (14) in
Verbindung mit dem Stoffgesetz (21) die Ver&dnderung

J(g'*k..T . » 81 . + g'ak

i 5 1l % f . %S L-xX. . % 81) av =
7 1 4 3d 1378 5EL “Ea AT,

b i

- f g'» ki. P8 G. * 81t . 4V + f g'® Q * 81 ds (LT)
i dJ J 3 J Sh

Durch nochmalige Anwendung des Integralsatzes auf den Therm
x; iuar 148t sich das P.d.v.K. in der Gestalt (46) um eine

)

Variante erweitern. Man gewinnt aus Gl. (46)

J(g'®w. %6t . + x. * 8t ) av =
v 1 . 3 i

[ g" *» Q % 81 ds + | x,n % 81 ds (L8)



3. Variationsprinzip filir elastisch, portse Medien nach SANDHU

Als erster und bisher einziger hat SANDHU|6| 1969 ein Variations-
prinzip fiir ein gesdttigtes, elastisches, por&ses Medium angegeben.
Die Nachfolger HWANG u.a. |9|, (1971) benutzten dieselbe Grund-
lage, ebenso wie VALLIAPPAN |10|, (1974), der versuchsweise mit
diesem Funktional geschichtete Medien erschlieBen wollte. Als
Eulersche Gleichungen des Variationsprinzips sieht SANDHU die Aus-
sagen iiber Gleichgewicht und Kontinuit#t des Gemisch an |6]|. In
spdteren Arbeiten |7]|, |8| werden sdmtliche Nebenbedingungen,
d.h. somit alle Grundgleichungen, in Betracht gezogen. Das Funktio-
nal besitzt dann sechs unabhdngige Variable.

3.1 Grundgleichungen

Kommentarlos zitieren SANDHU u.a.|6| die Ausgangsgleichungen fiir
einen von Fliissigkeit durchstrdmten por&sen Kérper, die sich stets
nur auf das Gemisch beziehen, wie sie von BIOT, MANDEL u.a. ent-
wickelt wurden. Folgende fiinf grundlegenden Beziehungen werden als

ausreichend betrachtet.

1. Gleichgewicht: 0.. . + 1 . 8.. + pK. =0 (49)
1J .4 s 1 1d 1

_ i nuitit: . Ry, . = O 0

2. Kontinuitit X, 3 tog'wwy g (50)

3. Stoffgesetz: O35 = Cisp1 Sy (51)

4., Verzerrungs-Verschiebungsbeziehung: e.. = l(x. XL L) (52)

id 2771, 1
5. Darcysches Gesetz: w. = k.. 0. (53 )
i 1§ @
mit 0, =1 . + G 54
J sJ P2 7] (%)

Die angegebenen Randbedingungen entsprechen den Formulierungen
(23), (24) und (26).
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3.2 Variationsprinzip von SANDHU

SANDHU u. PISTER |7| postulieren ein Funktional, dessen erste
Variation als Eulersche Gleichungen die Beziehungen (49) bis (54)
enthdlt. Als natiirliche Randbedingungen werden die Relationen
(24) und (26) betrachtet. Es gilt

R[ﬁ, e, ¥, 8, g, 1] = é[-xilcij’j = W w ¥ 2xi*pKi +

o 54 813 clelekl

- 2e..%0,. t+ o..%x. . + Eg'*wiﬁei - g'*wi+r

1479y 1Jd  1,J ]

! . * . - g'%0.%k. .0. + TRX. .+g'®TXRW.
2g *wl o G:L g 91 lJeJ TRX, g 'wTRV,

b 3

2

-2 b.owx, ds + 2 [ g'%Qxt as (55)

82 Sh

Nach Einfiihrung der Gln. (51), (52), (53) und (54) zu Nebenbedin-
gungen geht Gl. (55) in

T = e 1
elx,t] = é[cij*xi,j * 2vmx; ox;*pK. - g ¥Wi¥(T,i+02Gi)] av
-2 | b.#x. ds + 2 f g'*%Q¥7 ds (56)
52 Sy

{iber. Dieser Ausdruck wird auch in |6| und |9| wiedergegeben. Vari-

iert wird nach den Verschiebungen X, und dem Druck rt.

3 2

GQEE,T] = étgﬁxi,jﬁcij + QT*Gxi 3 * 251*xi

-gxk. .81 .%T . - '%k. .81 .¥%p_G. - "ok, .T JEOT .
g 1J s d s d & 1J s d pe J & 1J sd s d

~g'ak..p.G.%6T .] av - 2 f b.%8x. ds + 2 f g'*é#ST ds
13 2 3 53] g 1 1 Sh
2

(57)
Die geometrischen Randbedingungen (23) treten in den Formulierungen
(55) und (56) als wesentliche Randbedingungen auf. Somit muR beach-

tet werden, daB die Variation Sxi der Einschré&nkung

Sxi(g,t) = 0o auf S1 x [o0,») (58)

(lav



unterliegt.

Werden die Glieder beziiglich 6xi und §t getrennt geordnet, so
folagt aus Gl. (57)

§Q[x,7] = 2 é(sxi,j' (Uij + T 6ij) ~ 6xi!pKi) av - 2 é §x.#b. ds
£
+ 2 [(6tex, ., - g'sw. w67t .) AV + 2 [ g'#Qx St1ds (59)
v G 1 ik 3
L
Die erste Variation (59) wird vermdge des Gausschen Satzes (4)
weiter umgeformt. Es ergibt sich

6o [x,t] = -2f 8%, %( + T i + pKi) av - 2 | 6xi¥(bi—g..n.) ds
A

Tid i A 2 1575
2
+ f T#8x.n, ds
1 1
Sy
1 1 Ao
+2£ stx(g *gog ot xi,i) av + 2 é g'#(Q-w.n. )%8t ds (60)
4

Soll die erste Variation (60) verschwinden, so liefert das Funda-

mentallemma der Variationsrechnung die Eulerschen Gleichungen

g.. . + T . + pK. = o 61
1!] !J ’l p 1 ( )

' w.,, . + § -
g wlyl X5 3 o (62)

und die natiirlichen Randbedingungen

B — G alie = 8 (63)
Q -w,n, =o (6L)

Die Gliltigkeit der Gln. (61l) und (62) ist durch Vergleich mit den
Gln. (49) und (50) gesichert. Die Relationen (63) und (64) sind mit
den Gln. (24) und (26) zu iberpriifen.

Zusdtzlich zu diesen Beziehungen tritt aber noch

T % x.n. =0 auf 8 x [o,=) (65)



hinzu. Der Rand S), iiberlagert sich mit den R&ndern S1 und Sg. Auf
der Oberflédche S1 verschwindet die virtuelle Verschiebung Sxi.

Der Druck t muB i.a. auf Sh' dem Rand mit vorgegebenem AbflufR,

als von Null verschieden betrachtet werden. Daraus folgt, daR

die Relation (65) im Falle der teilweisen Ubereinstimmung von

82 und Sh ungliltig ist.

Dazu ein physikalisches Beispiel: Man stelle sich eine Halbebene
vor, die durch eine Last beansprucht wird, die auf einer undurch-
ldssigen Unterlage ruht. Unterhalb dieser #duBeren Last flieBt keine
Fliissigkeit in Richtung der freien Oberflédche ab. Hier stimmen die
Randabschnitte 82 und SLL teilweise lberein. Es gibt somit eine
virtuelle Verschiebung 6xi ungleich Null und es existiert anfangs
an diesem Rand ein Fliissigkeitsdruck. Das Produkt Tlﬁxini ist

jetzt von Null verschieden!

Die Diskussion iiber die Richtigkeit der Gl. (65) fihrt zu dem Er-
gebnis, daB die erste Variation (59) des Funktionals (57) nicht
immer verschwinden muR. Somit kann den Funktionalen (55) und (56)

kein stationdrer Wert zugewiesen werden.

4. Zusammenfassung und Vergleich

Das von SANDHU u. PISTER vorgeschlagene Funktional (55) enthdlt

samtliche Grundgleichungen des von ihnen betrachteten physikali-
schen Problems. Zusdtzlich sind eine wesentliche und zwei natilir-
liche Randbedingungen vorhanden. Es ist mdglich nach sechs unbe-
kannten Funktionen zu wvariieren. SANDHU u. PISTER geben nicht an,

welche Forderungen ihre virtuellen Zustédnde zu erfiillen haben.

Bezliglich der Variation Gxi - siehe Gl. (59) - erweist sich ihr
Ergebnis als Spezialfall des P.d.v.V. (36). Das Fehlen eines
Randintegrals fiihrt zu dem SchluB, daBR das von SANDHU u.

PISTER postulierte Funktional in Wahrheit keinen stationdren Wert

besitzt.

Die Prinzipe der virtuellen Arbeiten, wie sie in den Abschnitten
2.2 und 2.3 entwickelt wurden, behalten ihre Giiltigkeit fiir jedes
beliebige Gemisch aus zwei Komponenten. Einschrdnkend gilt jedoch,
daB die Tr&dgheitskrédfte vernachlé&ssigt werden k&nnen, d.h. der
Diffusionsprozef "quasistationdr" ablduft. Die Prinzipe der vir-

tuellen Verschiebungen (36) und (37) wurden durch die Material-
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gleichungen (19) und (21) fiir den Fall eines Gemisches fest-
fllissig festgelegt. In &hnlicher Weise wurde beim Prinzip der vir-
tuellen Krédfte vorgegangen. Es entstanden die allgemeinen Formu-
lierungen (46) und (48). Mit Einfilihrung von Zusatzbedingungen wurde
das P.d.v.K. (46) zu der Gestalt (47) spezialisiert.

Mit den hier entworfenen P.d.v.A. wird fiir die praktische Anwen-

dung ein groBer Vorteil erzielt. Im Gegensatz zu SANDHU, der sich
auf Konsolidation beschrdnkt, besteht erstmals die M&glichkeit

im Grundbau Konsolidationsvorgdnge und Grundwasserstrdmungen ge-

meinsam erschliefBen zu k&nnen. Auf der Grundlage dieser Prinzipe

der virtuellen Arbeiten konnen numerische Rechnungen aufgebaut

werden. Die Existenz eines Funktionals muB nicht erbracht werden.



5. Bezeichnungen:

b = {b.}

B = Teogaiat
-=1 _ ,==1

g = legipd
d = {d4.}

- L

g = legsl

£ = {f.,.}
F = {F.}

= i

g'

¢ = 1c;}

k

K = {x;}

k = {ki,j}
n

n = {n.}

Q

S, S;s 8,5, 83, 5
&

L= {u.}

v, V

v = {v.}

w = {w.}
Xqs X5, Xg

x = {x.]

Oberfldchenkraftvektor des Festkdrpers
Elastizitdtstensor

Inverse des Elastizitédtstensors
Oberflichenkraftvektor der Fliissigkeit
Verzerrungstensor
Verzerrungsgeschwindigkeitstensor
Schwerkraft des Festkdrpers
Hilfsfunktion

Schwerkraft der Fliissigkeit
Permeabilitdt, Gl. (15)

Schwerkraft des Gemisches, Gl. (7)
Permeabilitdtstensor, Gl. (52)
relatives Porenvolumen

duBerer Normalvektor

Volumenstrom, Gl. (26)

Rand (Oberfl&dchen)abschnitte

Zeitkoordinate

Geschwindigkeit des Festkdérpers
Definitionsgebiet, abgeschlossene Hiille von V
Geschwindigkeit der Fliissigkeit
Filtergeschwindigkeit

Eulersche Koordinaten

Verschiebungen des Festkdrpers
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ay> ags ags ags &8 = Materialbeiwerte

$ = {Sij} = Kugeltensor

0 = {ej} = Gradientenvektor, Gl. (54)

k' = {K'ijkl} = Materialtensor fiir den Fliissigkeits-
spannungsdeviator, Gl. (21)

A = Viskositdt, Gl. (20)

u = Volumenviskositdt, Gl. (20)

» = {n} = Diffusionswiderstand

Ps Pys Pps Pys Ppq = gpez. Dichten

g = {oij} = Spannungstensor des FestkOrpers
T = hydrostatischer Druck
4 = {1..} = Spannungstensor der Fliissigkeit

1J
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V. Kapitel:

Numerische Verfahren fiir elastisch, por&se Korper

l. Einleitung

Die historische Entwicklung der {iblichen Theorien fiir elastisch,

pordse Medien ist kurz im III. Kapitel geschildert worden.

Das eigentliche Ziel sd@mtlicher Bemiihungen bestand darin, das
Konsclidationsproblem in der Bodenmechanik beschreiben u n d
berechnen zu kdnnen. Bis auf einige in der Praxis wenig inter-
essierende Spezialfdlle wurde die letzte Ambition mit analyti-
schen Methoden verfehlt. Das ist der Grund, warum bis heute filir
praktische Setzungsberechnungen notgedrungen auf die eindimensio-
nale Theorie von TERZAGHI zurilickgegriffen wird. Grofie Hoffnung
kniipften sich in neuerer Zeit an numerische N&herungsverfahren.
Zundchst benutzte man die bekannten Differenzenformeln fiir die
Wdrmeleitung und brachte diese in Verbindung mit der "pseudo-
dreidimensionalen" Theorie von TERZAGEI-RENDULIC. Der Anfangs-
druckzustand muBte auf h&chst anfechtbare Weise ermittelt werden,
womit die L&sung des Problems schon prédjudiziert wird. AuBerdem
wird nur eine Differentialgleichung fiir den Porenwasseriberdruck p
gelést, so daB eine Kopplung mit der Volumendilatation e ent-
f&dllt. Die Ergebnisse sind zwar besser als die der eindimensio-

nalen Gleichung, verbleiben dennoch unbefriedigend.

Mit dem Ausbau der Methode der Finiten Elemente auf instationdre
Prozesse, am Beispiel der Wirmeleitung von WILSON u. NICKELL |1],
(1966) demonstriert, war die Anwendung dieses Verfahrens auf die
Bodenmechanik zu erwarten. Fast gleichzeitig wurden zwei mitein-
ander konkurrierende Formulierungen vorgeschlagen, die eine von
CHRISTIAN |2|, (1968), die zweite von SANDHU |7|, (1969). Das Va-
riationsprinzip von SANDHU |7| ist im IV. Kapitel diskutiert wor-
den. Aus diesem Funktional, in dem als unabhdngige Gr&Ben Verschie-
bungen und Druck auftauchen, wurden zwei finite Gleichungssysteme
gewonnen. Eine Zeititeration in der Art von CRANK-NICOLSON ermdg-
lichte die Berechnung der Unbekannten 2zu diskreten Zeiten tj.
Zwei Jahre spdter wiederholten HWANG u.a. [8|, (1971) die Rechnung
von SANDHU, allerdings mit ausfiihrlichen Darstellungen ihrer nume-
rischen Ergebnisse. Zu Beginn des Jahres 1974 stellte sich VALLIAPPAN
u.a. |9] auf einem Kongress in Swansea, Engl., nochmals mit der Metho-
de von SANDHU vor. In Anlehnung an DESAI behandelt er auch geschicht-
tete Medien. Wie schon im II. Kapitel dargelegt, ist diese Hand-

lungsweise kritikwlirdig.



Das Verfahren von CHRISTIAN |2|, u.a. |3| soll nicht detailliert
verfolgt werden. Hier wird auf das ilbliche Prinzip der virtuellen
Verschiebungen der Statik =zurlickgegriffen, das in Verbindung mit
dem Bilanzspannungssprinzip gebracht wird. Diese Methode ist um-
stdndlich zu handhaben und bedarf erheblicher Rechenzeiten. Das
anfidnglich positive Echo wurde durch einen Diskussionsbeitrag von
FINN u.a. |4]|, (1971) getriibt. FINN offenbarte, daB die Qualitit
der numerischen Resultate stark von der gewdhlten Netzeinteilung
abhdngt. Dieser Fehler ist in vergleichbaren statischen Aufgaben
nicht so heftig aufgetreten. In ihrer Antwort |4| gestehen CHRISTIAN
u. BOEHMER, daB dieser Nachteil ihrer Methode nicht vermieden wer-
den kann. Die letzte Verdffentlichung dieser Arbeiten |6]|, (1972)
untersucht den ebenen Verzerrungsfall.

Eine Variante zu der Methode von SANDHU bietet ZIENKIEWICZ |10/,

S. 332 (1971) an. Rein anschaulich faBt er in der Gleichgewichts-
beziehung die Volumen- und Druckkré&fte zu einer neuen, resultie-
renden Volumenkraft zusammen. Er geht von der Vorstellung aus, daR
in dem por&sen Korper der gleiche Verschiebungs- und Spannungszu-
stand herrschen wiirde, wenn diese Resultierende als &duRere Last
sogleich aufgebracht worden wdre. Ferner {ibersetzt er die Kontinui-

tdtsgleichung ins Finite.

In den folgenden Abschnitten wird von den P.d.v.A. des IV. Kapitels
ausgegangen, mit deren Hilfe zwei finite Systeme abgeleitet werden.
Daraus kann wahlweise ein System filir Verschiebungen oder Druck ge-
wonnen werden. Neben dem Vorteil der geringeren Unbekanntenzahl
verbunden mit einer Verminderung der Rechenzeit gelinct es, einen
eindeutigen Anfangszustand beziiglich Druck und Verschiebung in
Abhdngigkeit der &duReren Last zu berechnen. Die Strategie der Zeit-

iteration, wie im II. Kapitel vorgeschlagen, wird iibernommen.



2. Finite Gleichungen fiir elastisch, por&se Medien

2.1 Grundgleichungen

Fiir das Prinzip der virtuellen Verschiebungen wurden zwei Varian-
ten entworfen. Die erste lautet - IV. Kap., Gl. (38) -

f[se ; * lel kl + SeiilT + 5eij¥ Jkl kl] av = pr !dx av

~

+ b, 3
é ; ®éx, ds + [ b.wsx, ds + [ a;wex, ds + [ a esx; ds (1)

Die zweite Form hat die Gestalt - IV. Kap., Gl. (39) -
. %C. . - . - = [ :
é[éeiJ clelekl le*r,i 6x *i ! ) kl J] av ép?itﬁxl av

~

+ [ b, wex, as + [ b, méx; ds + [ [d:-71..n.]=éx, ds (2)
S * S2 % S * ddd .

In die Gln. (1) und (2) werden folgende Prdmisse eingefiihrt:

. s 13 ; " e N
l. Keine Z&higkeitskrédfte: Kijkl o

2. Uberlagerung der Rénder 5, und 8),

3. Erfiillung der geometrischen Randbedingungen auf S1

4, Erfillung der statischen Randbedingungen auf &

3
Mit diesen Vereinfachungen wird aus Gl. (1)
f[s Cisg1Sxy * Seji®tl AV = [ex mek, &V + [ Sx b, ds (4)
A S
2
und aus Gl. (2)
IEG lel €1 Gxi*T,i] av = éﬁxilpKi av + é Sx;®b. ds (5

2

gewonnen.
Auch fiir das Prinzip der virtuellen Kr&fte ist eine Alternative
m&glich. Entweder wird eine Formulierung gem&f - IV. Kap., Gl. (46) -
f[ar .mg %y, - Srie ] av = f Stwg'®Q ds (6)
\ o1 b S

L
oder vermdge - IV. Kap., Gl. (48) -

' - '%0
IEGT,ilg ww. + GT,ilxi] av = f Stxg'%Q ds + f GTﬁxini ds (7)

bevorzugt.



2.2 Matrizenschreibweise

Die gesuchten Verschiebungs- (Spannungs)zustdnde werden zu jedem
Zeitpunkt tj im Gebiet und auf dem Rand durch geeignete Verlaufs-
funktionen ®x(¢P) approximiert, die flir alle Zeiten beibehalten
werden. Als zeitlich abhdngig werden die Werte in den Knotenpunk-
ten betrachtet. Unter diesem Blickpunkt wird fiir das Verschiebungs-
feld

|He

(X,t) = o7(X) x(t) (8)

und filir das Druckfeld

v

B(X,t) = ¢;(§) p(t) (9)

angesetzt. Die Verldufe ¢ und ¢ sindmnoch unbekannte Gebiets-
funktionen. Die Spaltenvektoren X und P enthalten sdmtliche Kom-
ponenten des Verschiebungs- bzw. Spannungsvektors. In Matrizen-
form lauten die Verzerrungs-Verschiebungsbeziehungen mit dem
Differentialoperator D,

o2
]
o

|Me
’_l
o

oder mit Gl. (8)

oo
"
H
ct
]
'_]

X

"
das Elastizitdtsgesetz mit dem Eigenspannungszustand 9

g =E s +y0 (12)
= s “=0

oder mit (11)
S=TFel x+ g (13)
= g - =0

und das Darcysche Gesetz mit dem Gradientenoperatoer
¥ = K D, B+ K {p,6) (14)

oder mit (9)

t -
Ko p+ K {p,G} (15)

I=e
n



Flir den Verlauf des Druckgradienten wird
Qo

I
B, = % 1 (16)

festgelegt. Die virtuellen Zustdnde werden lokal durch die gleichen
Ansdtze wiedergegeben, die fiir die Approximation der wirklichen

Zustdnde geeignet sind. Somit gilt fiir die virtuellen Verzerrungen

68" = 6x" o (17)

fiir die virtuelle Volumendilatation

O
o
1]
(o]
ct
o
*
'-.-J
o
~—

£

fiir die virtuellen Driicke

§3° = §5p° o (19)

und filir die virtuellen Druckgradienten

6B, = 8p° o (20)

2.3 Aufbau der finiten Gleichungssysteme

In der im vorigen Abschnitt 2.2 eingefilihrten symbolischen
Schreibweise werden die P.d.v.A. des Abschnittes 2.1 ausgedriickt.

Fiir die P.d.v.V. gilt entweder

[ [6e%%5 + 5§E*§] av = [ sX"#{ok} av + [ sX x{v} das (21)
v - v S,

oder
[ [68%#5 - sx®#3,] av = [ sX"x{ok} av + [ 6%*x(b} ds (22)
v - v 82

Die P.d.v.K. erscheinen in der Form

*
[ [égg*g'aﬁ - sptse | av = [ eptxe'x{Q} ds (23)
v - - Sh—
und

[ [5§§mg=;§ + 5§g*§] av = [ sptxg'x{Q} ds
v - - Sy ~

+ [ 5$txz ds (2k)
S —_—



GemdB der Methode der Finiten Elemente erstrecken sich die An-
satzfunktionen ¢x und.¢pﬁber einen lokalen Bereich, so daR das
Integrationsgebiet zundchst das beliebige Element Vm ist. Unter
Ausnutzung der Beziehungen (8) bis (20) werden die Prinzipe (21)

bis (24) weiter umgeformt.

Aus dem P.d.v.V. erhdlt man die lokalisierten Gleichungen

t =t * %
sx *[ [ o Fo  av_ x + [ L p] =
v v
sx'x[ [ o oKk} av_ « Jo_, b} as - [ ¢ {0} av ] (25)
Vv 82 Vv
und
sxt» [ [ ¢ef¢z av_x - | @xei av_ pl = cenn. (26)
v v =

Die rechte Seite der Gl. (26) stimmt mit derjenigen der Gl. (25)
liberein. V6llig analog werden die P.d.v.K. umgestaltet. Es folgt
aus Gl. (23)

thﬁ[g'* J ¢WK¢; av_p - [ ¢ @Z av_ x] =
v o ¥
t '
33 ;[g'*gfsp{g} ds, - g'* 5 o {pC} dvm] (27)

und aus Gl. (24)

sptalg's [ o Koy av_p + [ o o0 av_ x] =
- \ v
i "
5p *[gffgfsgq} ds - g'% £ ¢ {pG} av_ + é LRED as ] (28)

Zur weiteren schematischen Darstellung werden folgende Definitionen

vereinbart | 7|, |8].

s = [ e E o av
—m e e m
3 t
*

c. = | o o, av,
4

L = [ o o° av

= X W m
d t

E_ = [ o ko av_

1 v

B, = [ o x{b} ds

Bp



P2 = [ o {Q} ds
=m Sh SPD m
3 _ -—
B = / @sp{x} ds_
s
1 & (29)
Moo= [ e_ (o} av_
v
2
Mo = [ o {eK} av_
v
3
Mm = {l; <I>W {pG} de

Flir jedes Einzelfeld lautet das Prinzip (25) mit den Gln. (29)

in Matrizenschreibweise

1 1 2
Spx2+&Lp=RB -M +M =5 (30)
und das Prinzip (26)
Ep 2Ly P =5y (3L

Das Gesamtsystem wird durch Summation liber alle Teilbereiche er-
mittelt. Zu diesem Zweck werden die Systemmatrizen

8 =8(8.) , € =¢(

S ) , usw. (32)

c
S
vorgeschlagen, so daB die finite Aussage der Gleichgewichtsbezie-

hung fiir das Gemisch entweder zu

Sx+Cp=7¢8 (33)

oder zu

§x-Lp=s (3k)

formuliert werden kann. Ebenso in Matrizenform werden die P.4d.v.K.
dargestellt. Es gilt fir Gl. (27)

g'*

- ot - 2 o BT m o
F.P-CE x-= g'*(zm M) g'*xf (35)

und fir Gl. (28)

i R-i-;_:;_}E:g'*(P —M}i) + P” = —g'%f +1 (36)

F
=m
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Mit den Abkilirzungen (32) lautet die finite Ubersetzung der Kon-
tinuitdtsgleichung flir das Gemisch

Ctx~g'5ﬁF

£ = Iz

g'xf (37)

bzw.

[
I
+
0

*

=
ko
|

-g'%*f + 1 (38)

3. Losungsmethoden

Die wichtigsten Resultate der bisherigen Abschnitte miissen in den

finiten Gleichungssystemen

8x + Cp-= £ (39a)

c®*x-g*Fp=g'*¢t (39b)
und

8x - Lp-= s (40a)

L' x+g'aEp=-g'+£+1 (400)

gesehen werden.

Die Systeme (39) und (40) unterscheiden sich nur durch die
Matrizen C und L, deren verschiedenartige Struktur durch Um-
formungen mit dem Gausschen Integralsatz zu erkldren ist. Auch
bei gleichen Ansatzfunktionen besitzen C und L einen anderen
Matrizenaufbau. Im Rahmen der Rechengenauigkeit miissen beide
Formulierungen (39) und (40) die gleichen Ergebnisse liefern,
wodurch die numerische Stabilit&dt des Verfahrens liberpriift
werden kann. Die Matrix C bzw. L beeinfluBft das Verhalten der
Zeititeration. In den ersten Iterationsschritten sind geringe

Abweichungen zu erwarten.

3.1 Gesamtsystem nach SANDHU

Die Beziehungen (39) gelten zu jedem Zeitpunkt tj € [o,w). Zusdtz-
lich wird die Annahme vertreten, daB aus physikalischen Griinden

der stattfindende Prozess hinreichend glatt ablduft, d.h. die

Funktionen g und 3 entstammen der Klasse g,

punkt ist die Gl. (39b) sofort partiell differenzierbar. Es folgt

Unter diesem Gesichts-

c“x-Fp=t¢ (k1)



Flir die zeitliche Ableitung werden Differenzenformeln eingesetzt.
Wie z.B. aus der Wdrmeleitung bekannt, siehe II. Kapitel, empfiehlt
sich die Methode nach CRANK-NICOLSON, die sich als bedingungslos

stabil erwiesen hat. Somit erhdlt man aus Gl. (41)

c¥ix. -zj)/At - F(

i R B m ( ahE fE (42)

Pi+

SANDHU mimmt das Gleichgewicht (39a) an der Stelle t=tj+1

2 5j+1 8 Ej+1 - ij+1 (43)
Sdmtliche Unbekannte werden in einem neuen Vektor
Y. = X. + p. (Lh)

zusammengefaBt, so daB ein lineares Gesamtsystem entsteht, das die
Struktur

= A, y. *r (45)

besitzt. Die symbolische Darstellung der Gl. (45) hat die Gestalt:

R | 1T 7 S T T pi
% | N I
N \
S | & ; e | @ %
B = = —J+1 k. = = ~3 =g L6
\ | _ S : . (k6)
i I
N A \I
k"
______ - F-- ._,_‘_t___E__ Swa— ;.E_—
& - At : ¢ p. —=(1f]. . +f.
| & EREN I A I 2 2] ety

Die finiten Gleichungen (46) sind von SANDHU |7| schrittweise ge-
18st worden. HWANG |8| hat die Gln. (46) beziliglich der Schrittweite
At variabel gestaltet, ansonsten aber keine Verdnderungen vorge-
nommen. In |7| und |8| wurden gute numerische Ergebnisse fiir den
ebenen Verzerrungsfall verdffentlicht. Zhnliche Resultate weist
VALLIAPPAN |9| vor. Wie der Literatur und anderen Hinweisen |14],
|15| zu entnehmen ist, ist dies der Stand der Numerik auf diesem
Gebiet bis zum Frihjahr 1975.



3.2 Verschiebungsmethode

Flir einen homogenen, isotropen FestkOrper und flir isotrope Per-

meabilitdt kdnnen die Gln. (39) geringfligig modifiziert werden.

*

OL.I § X + E£= 5 (}47)

c® x - g'*a, Fp

g'!i (]—LB)

Hier bedeuten a, undcHEMaterialkennqréﬁen. Diese nehmen fiir den

ebenen Verzerrungsfall die Werte

Q
[}

%/(1—v2) (L9)
und

a, = k (50)

an. Unter den Annahmen des Abschnitts 3.1 wird Gl. (48) differen-

ziert.

¢ x-ap Fp=1¢ (51)

Es besteht kein Anlaf sofort Differenzenformeln zu verwenden. Da
bei praktischen Problemen oft nur ein Unbekanntentyp von Interesse
ist, so0ll hier der Druck eliminiert werden.

Die Steifigkeitsmatrix F ist nicht singuldr, so daB Gl. (51) nach
p aufgel&st werden kann. Es folgt

1 1 .
p=-t 't k- 1] (52)
e o
2
Einsetzen der Beziehung (52) in das Gleichgewicht (47) liefert
ein System, in dem nur noch Verschiebungen als Unbekannte vorhanden
sind. Man erhdlt aus Gl. (47) und (52) den Ausdruck

o, 8"x+ L@ tri=ssLlcF e, (53)

! 2 %z

der sich zu

Ibe

OG0y B X ik 8

2 —=e = =

1 s, (54)

1 2

abkiirzen ldRt. Jetzt wird Gl. (54) in der bewdhrten Art von CRANK-

NICOLSON behandelt. Mit Einfiihrung eines dimensionslosen Faktors

W, & = a1u2At/2 { 55



148t sich Gl. (54) in

+ a S )

=4 o 2o £j+‘[ = (8, =@ B.) EJ + a At & (56)

1 o =0 2
Uberfiihren. Aus Gl. (56) 1ldBt sich zu diskreten Zeitpunkten tj
das Verschiebungsfeld ermitteln. Bei Bedarf kann auch der zuge-

hérige Druckzustand gefunden werden. GemdB Gl. (52) gilt fiir diesen

I I . _1
Ej+1 =~ a .Er c (£j+1 ?_C.J')/At . f L (57)
2 2
Mit der Definition des Vektors

kann aus Gl. (54) eine Alternative zu Gl. (56) entwickelt werden.

Man bekommt

- 2
B o B! Eojps ™ Sg =y 2 2o (59)

41 miissen vermtge Gl. (58) berech-

net werden. Der gewonnene Vorteil der Form (59) besteht in der

Die Unbekannten zum Zeitpunkt tj

Tatsache, daB bei Anderung der Schrittweite At nur die linke Seite

von Gl. (59) neu aufgebaut werden muB.

3.3 Druckmethode

Als Alternative zur Verschiebungsmethode wird ein lineares System
abgeleitet, das als Unbekanntentyp nur Driicke enthdlt. Das wird
durch Aufldsen des Gleichgewichts (47) nach den Verschiebungen

erreicht
x=--s8* [s-¢p] (6%
= o = s i
1
Das ist méglich, weil die Steifigkeitsmatrix S reguldr ist. Ein-

setzen der Gl. (60) in die Kontinuit&t (48) ergibt

-1
£ oat + aigt s* s (61)
1

=1
Lc*s" crta

Fpdt =
’ o

2

O “Y~—ct

O “—ct
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Die Formulierung (61) zeigt zwei Wege. Entweder werden die Inte-
grale numerisch ausgewertet oder es wird zeitlich differenziert.
Letztere M8glichkeit liefert bei zeitlich konstanter &ZuBerer Last

Ei2* ey B, 8=, L (62)

Mit CRANK-NICOLSON wird aus Gl. (62) schlieplich

(£1 * % Eo) £j+1 = (£1 = %5 Eo} Ej + DL1At ij L3

gewonnen. Bei Anwendung der Trapezregel auf Gl. (61l) hitte man

v} =]
1 t .
(E1 + ao EO) £j+1 ao Eo Ej + 5 At(£j+1+ij) * L8 s (6L4)
erhalten. Die Mittelwertbkildung
Biyr/2 = (Bjer * 2g)/2 (65)

ermbglicht eine dritte Formulierung
a1At

(Bq + 2 B Bsyqyp By By + —5 £; (66)

Aus der Kenntnis des Druckfeldes kann umgehend das entsprechende

Verschiebungsfeld berechnet werden. GemdB der Beziehung (60) gilt

1 *=1
541 - Xelast. o, e & Pi+1 (67)

3.4 Diskussion der Anfangsbedingungen

Wie schon im III. Kapitel erldutert wurde, lautet die physikali-
sche Anfangsbedingung, daB die Volumendilatation zu Beginn Null
ist; d.hs.

e.. =0 (68)

Die finite Ubertragung der Gl. (68) lautet

c® x =0 (69)
. =8
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oder entsprechend

t

L x, =28 (70)

Aus der Forderung (68) folgt

£ =8 (71)

Das System (39) gestattet zum Zeitpunkt t=o die Aussagen
x =5 " [s-¢cop] (72)
=o - = = Zo

und

C " x =20 (T3)

Die Kontinuit&dtsgleichung (39b) entartet zu der Form (73), die
der Gl. (68) &dguivalent ist. Aus den Beziehungen (72) und (73) folgt
der Anfangsdruckzustand

c 8 s (Tha)

oder

E, By, = & (T4b)

der auch der Gl. (6l) entnommen werden kann. Der Ausdruck (7k4)

legt ein eindeutiges Druckfeld fest, das im Gebiet und auf dem

Rand kurz nach Aufbringen der &duBeren Last zur Zeit t= + o herrscht.
Ist der Vektor 2 berechnet worden, so kann vermdge Gl. (72) der

Anfangsverschiebungszustand gefunden werden.

Der hier eingeschlagene Weg unterscheidet sich von der Vorgehens-
weise von BOOKER |16| u.a. dadurch, daB letzterer zwar die Gl.
(69) angibt, die Gln. (74) fehlen aber! BOOKER versucht lediglich

die Stabilitdt des Gesamtsystems nach SANDHU zu ergriinden.

Der Erdrterung des Anfangszustandes widmet sowohl SANDHU |7]

als auch HWANG |8| keinen Raum. Ihre Rechnungen lassen vermuten,

wie durch andere Hinweise |14|, |15| best&tigt wurde, daB sie still-
schweigend neben Gl. (71) den Zustand

- e (75)

zugrunde legen. Diese Voraussetzung (75) bedeutet fiir das System (46)
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=5 (76)

Fp, =896 (77)

woraus flir den ersten Iterationsschritt die SchluBfolgerung

[c*s'c+2EF] p,=c" s (78)

zuldssig ist. Wenn die erste Schrittweite At sehr klein gewihlt
worden ist, zeigt der Vergleich zwischen (74a) und (78), daB die
Annahme (75) vertretbar ist. Flir die ersten Iterationsschritte
werden somit zwischen dem Gesamtverfahren und der Druckmethode

geringfliigige Abweichungen zu erwarten sein.

Wenn auch die Formel (74) nur ndherungsweise einen Anfangsdruckzu-
stand zu ermitteln erlaubt, so gelingt es jedoch, die lange Unge-
wiBheit zu beseitigen, die in der Bodenmechanik in diesem Fall
bestand. Zahlreiche Abhilfen - siehe III. Kapitel, Abschnitt 3.2.8 -

sind somit Uberfliissig geworden.

3.5 Vergleich der Verfahren

In den Abschnitten 3.1 bis 3.3 sind mehrere Wege eingeschlagen
worden um das System (39) numerisch l&sen zu kdnnen. Die Entschei-
dung, die fiir oder gegen die praktische Anwendung der entwickelten
Methoden getroffen werden muB, soll durch einige Kriterien erleich-
tert werden. Die beiden wichtigsten Merkmale fiir die Programmie-
rung unter denen jedes numerische Verfahren gesehen werden muR,
sind Speicherbedarf und Rechenzeit. Letztere ist insbesondere der
Anzahl der Rechenoperationen proportional.

Das Gesamtverfahren hat zweifellos den Vorteil, daB nach Aufbau
der Matrizen S, F und C bzw.L die Koeffizientenmatrizen Al und A,
sofort zusammengestellt werden kSnnen. Weitere Matrizenoperationen
sind nicht erforderlich. Die Zeititeration kann sofort gestartet
werden. Die Koeffizienten des Systems (46) k&nnen durch Vertau-
schung von Zeilen und Spalten auf Bandstruktur gebracht werden.
Das wird dadurch erreicht, indem die Vektoren x und p nicht wie

im Gesamtsystem (46) hintereinander zu finden sind sondern in-
einander verschachtelt werden. Das kostet aber zusdtzliche Rechen-
zeit; der Speicherbedarf wird erheblich gemindert. Die Verschie-
bungsmethode besitzt geringere Unbekanntenzahlen. Als Vorteil

wird die sofortige Einfiilhrung eines dimensionslosen Faktors o
gewertet. Als Nachteil erweist sich, daB das Druckfeld aus
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dem Verschiebungszustand durch Differentation erhalten wird.
Einsetzen von Differenzenformeln bedeutet einen Genauigkeits-
verlust. Ein weiterer Nachteil muB in der Unklarheit des An-
fangsverschiebungszustandes vermerkt werden. Entweder wird er
zu Null angenommen oder er muB gemdf den Gl. (72) und (74) er-

rechnet werden. Hierzu ist der Aufbau der Matrix F. notwendig,

die auch bei der Druckmethode Verwendung findet. D;s numerische
Verhalten dieser Methode wird durch den dimensionslosen Parame-
ter o mitbestimmt. Hier bereitet die Ermittlung des Anfangs-
zustandes keine Schwierigkeiten. Ein groBer Vorteil der Druck-

methode besteht in den relativ kleinen Koeffizientenmatrizen.

Um Speicherbedarf und Rechenzeit der Druckmethode und des Gesamt-

verfahrens miteinander ins Verhdltnis setzen zu k&nnen, soll ein
Zahlenbeispiel vorexerziert werden, unter der Voraussetzung, daB

das System (46) in dieser urspriinglichen Form verbleibt. Die

Anzahl der Unbekannten insgesamt sei

, (79)

wobei n, die Zahl der Verschiebungen und n, die der Drilicke be-

zeichnet. Im dreidimensionalen Fall ist bei Benutzung des glei-

chen Elementtypes filir beide Gr&Ben die Beziehung

n, = 3n, (80)

gliltig, so daB aus Gl. (79)

n = hn2 (81)

folgt. Die Abmessungen a der Koeffizientmatrizen des Gesamtver-

fahrens und der Druckmethode stehen in dem Verhdltnis

a, = 16 : 1 (82)

Die Speicherplatzreservierung der Druckmethode betrdgt nur etwa

s ech s Prozent derjenigen flir das Gesamtverfahren!

EKhnlich gilinstig lassen sich die Verhdltnisse bei den Rechenopera-

tionen vermuten. Mit Hilfe der Methode von Cholesky - siehe II.
Kapitel, Abschnitt 3.3 - bel&duft sich die Anzahl der Rechenschritte

beim Gesamtverfahren auf



und bei der Druckmethode auf

k
5 .3 . 2
my &  hp + 2 i, ng (8k)
Offensichtlich bleiben die Werte filir die Parameter k, und it fir
beide Formulierungen erhalten. Der Aufbau der Systeme ist der

dritten Potenz der Unbekannten proportional. Wird die Beziehung
(81) unterstellt, so gilt

m. = 64 : 1 (85)

Der Gewinn, den die Druckmethode dem Gesamtverfahren gegeniiber
pro Iteration erzielt, ergibt sich aus der Relation der zweiten
Potenzen, filir die mit Gl. (81)

g P mp = 10 : 1 (86)
gilt. Hierbei darf nicht idbersehen werden, daB zur Berechnung des

Anfangsdruckzustandes Rechenoperationen notwendig sind, die auf

3 3
n n ) )
mok g + ¢ *+ 3n,n, + n, (8T)
beziffert werden. Die Gl. (87) liefert mit Gl. (81)
3
m_ g 56 n (88)

P 2

Die SchluBfolgerung, die aus den obigen Uberlegungen gezogen wer-
den muB, ergibt folgendes Bild. Der erzielte Gewinn bei der Um-
formung der Koeffizientenmatrizen auf die obere Dreiecksform geht
der Gr&Benordnung nach dadurch verloren, daf dieses Verfahren

der Kenntnis eines Ausgangszustandes bedarf. Geschmdlert wird
nicht der Gewinn, der pro Iterationsschritt verbucht wird. Somit
diirfte sich auch die Rechenzeit der Druckmethode gegeniiber dem
Gesamtverfahren wdhrend der Zeititeration auf ein Zehntel ver-

ringern.

Bei HWANG |8|, S. 112 findet man eine Zahlenangabe. Auf einem
Computer IBM 360, Modell 67 bendtigt er fiir das Gesamtsystem
mit 420 Unbekannten filir jeden Zeitschritt 20 Sekunden. Ein &hnli-
ches Beispiel vorausgesetzt, betridgt eigenen Erfahrungen zufolge

die Rechenzeit pro Iteration flir die Druckmethode an einem Computer

CD 6500 nur etwa eine Sekunde.
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4, Numerische Ergebnisse

Die bisherigen theoretischen Erdrterungen sollen an einem Bei-
spiel erprobt werden. Dazu dient der mit einem Laststreifen der
Breite 2a belastete elastische Halbraum - siehe Bild 1. Dieses
Beispiel 1&Rt sich als ebener Verzerrungsfall deuten. Analyti-
sche L&sungsvorschlidge wurden zuerst von BIOT |11| fiir die Zeit-
setzung der Oberfldche angegeben. Eine genaue Uberpriifung der
Biotschen Formel |[11|, S. 430, Gl. (3.l1l) ergibt, daB ein nicht
definiertes uneigentliches Integral offenbar den Wert Null er-
halten hat. Die praktizierte Programmierung dieses Ausdrucks
lieferte filir die Zeitsetzung in der Streifenmitte wesentlich
geringere Werte als am Rande des Streifens. Das widerspricht

der Erfahrung. In einer Arbeit von SCHIFFMAN und CHEN [12| u.a.
ist eine Ndherungsformel flir den Porenwasseriiberdruckverlauf

zu finden. Wie sofort zu erkennen ist - siehe [12]|, S. 294,

Gl. (15) - werden die Druckwerte im unmittelbaren Lastbereich

fiir kleine Zeiten negativ. Das ist physikalisch falsch. Diese
Tatsache stellte ein anderer Benutzer |13| ebenfalls fest. Die-
ser hatte auch keinen Erfolg, die Doktorarbeit von CHEN 2zu erhal-
ten, in der dieser Ausdruck entwickelt wurde. Eine Korrektur von
SCHIFFMAN ist nicht erfolgt. Das Fazit besteht darin, daB formel-
médBige Ausdriicke flir diesen Fall nicht zur Verfligung stehen. So-
mit fdllt es schwer, die wirkliche Glite der numerischen Resultate

zu beurteilen.

4.1 Ebener Verzerrungsfall

Aus Bild 1 sind s3mtliche Details, wie Last, Unterteilung und

die angenommenen Randbedingungen filir Festk&rper und Fliissigkeit

zu entnehmen. Dieses Beispiel wurde mit den Formulierungen (39)

und (40) gerechnet. Es haben sich keine wesentlichen Unterschiede
bemerkbar gemacht. Die in den Bildern 2, usw. gezeigten Ergebnisse
sind mit dem System (40) in der Formulierung (63) erzeugt worden.
Wihrend der Zeititeration wurde die Schrittweite At zweimal erhdht:;

insgesamt waren ungefdhr 150 Iterationen erforderlich.

Als Materialbeiwerte wurde die Steifeziffer fszu
E,= 100. [q/a?],

die Querkontraktion v zu
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und die Permeabilitdt zu
_ =5
k = 10 “[a/sec]|

festgelegt.

Unterteilung Nr1: 81 Knoten Unterteilung Nr.2: 99Knoten
A A
s g
] T Drainage % 0 | rq Drainage X
4 a 73
ﬁ' ) =1
B B B 4 o B
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Unterteilung Nr.3: 121Knoten Unterteilung Nr.4: 117 Knoten
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a

Bild 1l: Ebene Verzerrung mit Konsolidation, Unterteilungen

In Anlehnung an SANDHU und HWANG wurden die Dreieckselemente TRIM6
fiir Verschiebungen und TRIM3 filir den Druck wverwendet.
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In Bild 2 ist der zeitliche Druckverlauf im Knotenpunkt (0,1)
zu sehen. Deutlich erkennbar ist der Mandel-Cryer Effekt. Es
sind drei verschiedene Unterteilungen eingetragen worden, um

die Konvergenz zu Uberpriifen, die sicherlich zufriedenstellend

ist.
Nr2=———
P 4 Unterteilung: Nr.3=————
T ——
06 o=
S et srebeeees —— e "-v.\‘\
05 Jrmmeeseeeeeee et \\
04 .
N
N
N
03 -
N
\\
0.2 | -
~N
01
g 5. 10 50. - 100. 500. 1000. 2000. tlsec]

Bild 2: Zeitabhdngiger Druckverlauf im Knoten (o,l), Konvergenztest

Die ndchste Abbildung - Bild 3 - ist teilweise der Ver&ffentlichung
von HWANG |8]|, S. 113, Fig. 1 entnommen. Eigene Ergebnisse wurden
mit eingetragen. Dargestellt ist der &rtliche Druckverlauf unter

der Mitte des Laststreifens, x/a=o., zu ausgewdhlten Zeiten. Bemer-
kenswert ist die Tatsache, daB der MANDEL-CRYER-Effekt sich selbst

in relativ groBer Tiefe wie in Knoten (0,5) auswirkt. Dieses Ph&-
nomen ist {iber eine lange Zeitspanne (t=2000-s) zu beobachten. Zu
gleichen Zeiten wie in Bild 3 ist der Druckverlauf ldngs des horizon-

talen Schnittes B-B (z/a=1.) in Bild 4 aufgezeichnet worden.

Die Setzung der Oberfl&dche ist dem Bild 5 zu entnehmen. Zum Zeit-
punkt t=o ist die rein elastische Verformung des Festk®&rpers ein-
getragen worden. Porenwasserverluste sind noch nicht eingetreten,
so daB dieser Zustand nicht der eigentlichen Konsolidation zuzu-
rechnen ist. Ganz klar ist die Schwellung zum duBeren Rand hin zu
erkennen. In Ubereinstimmung mit dem Druckprofil (t=1co0 s) des Bil-
des 3 entweicht das Porenwasser am Anfang hauptsdchlich aus dem Ge-
biet unterhalb der &duReren Last. Deswegen sind hier die ersten Set-
zungen infolge Verringerung des Porenvolumens spilirbar. Strémt zu

spdteren Zeiten das Porenwasser auch aus entlegenen Bereichen zur
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Bild 3: Druckverlauf lings Symmetrieachse (x/a=o.)
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Bild 4: Druckverlauf lings Schnitt B-B (z/a=1.)

freien Oberfliche ab, so sind die Setzungen derselben in allen

>

Punkten fast gleichmdBig. Die Zeit t = 10”“s entspricht dem End-

zustand.
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Bild 5: Setzungsverlauf der Oberfldche (z/a=o0.)

In Ergénzung zur Oberfl&chensetzung ist in Bild 6 die Setzung
des Schnittes B-B ersichtlich. Es ergibt sich im Prinzip der
gleiche Verlauf wie in Bild 5. Der MANDEL-CRYER-Effekt scheint

auf die Setzung keinen groRen EinfluB auszuliben.
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Bild 6: Setzung l&ngs Schnitt B-B (z/a=1.)

In den ndchsten beiden Zeichnungen, Bild 7 und Bild 8, ist der Anfangs-
druckzustand lings der Schnitte A-A und B-B festgehalten worden, die
die vier gewdhlten Unterteilungen liefern. Wie insbesondere aus Bild 7
hervorgeht, ist das Maximum des Druckverlaufs noch nicht erfaBt
worden. Das beweist, daB auch die Unterteilungen Nr. 3 und Nr. 4

noch nicht fein genug sind.
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Nr.1

P/ =
‘ Unterteilung: Nr-2
NF, 3 s o -
08 | o AT
) 0 FIEY [ G Y
06 Tk \;l/ \
0.4 'I’::(- / 3y
N
0 0205 1 25 T =

Bild 7: Anfangsdruckzustand, Schnitt A-A

Lings des Schnittes B-B ist die Konvergenz der Unterteilungen
Nr. 2 bis Nr. 4 besser zu erkennen. Hier miissen zur Symmetrie-
linie hin noch Elemente eingelagert werden, da die waagerechte
Tangente auf der Symmetrieachse -x/a=o.- noch nicht beobachtet

werden kann.

Nr.1
Pt Unterteilung: N2~~~
r3————
0.8 AT T
—
06 ==,
M,
L\
0.4 -
K
g\ |
02 éﬁﬁ
sl .
0 05 1. 2. 7 Y o

Bild 8: Anfangsdruckzustand, Schnitt B-B

5. Zusammenfassung

Aus den Prinzipien der virtuellen Arbeiten wurden unter weiteren
Einschrinkungen zwei zeitabhdngige finite Gleichungssysteme ge-
wonnen. SANDHU |7| hat als erster die Formulierung (39) gefunden.
Das zweite System (40) hat ZIENKIEWICZ | 10| andeutungsweise hin-
geschrieben. Danach wurden fiir die L&sung der finiten Gleichungen
drei Wege vorgeschlagen. Das Gesamtsystem haben schon SANDHU u.a.
erfolgreich behandelt, widhrend die Druckmethode bis jetzt unbe-
kannt war. Detailierte Untersuchungen haben ergeben, daB das

Gesamtverfahren im Vergleich mit der Druckmethode nicht so glinstig
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abschneidet. Beziiglich der Zeititeration werden sowohl filir den
Speicherbedarf als auch fiir die Rechenzeit erhebliche Einspa-
rungen verzeichnet. Diese Aufbereitung einer finiten Methode

148t eine instationdre dreidimensionale Rechnung erhoffen.

Das zum AbschluBR vorgefiihrte numerische Beispiel mufite auf ana-
lytische Vergleichsl&sungen verzichten, so daB die Qualitdt

der Resultate nicht sicher beurteilt werden kann. Die physikali-
sche Interpretation und die numerische Konvergenz der Ergebnisse

sind trotzdem zufriedenstellend.



6. Bezeichnungen
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Laststreifenbreite, Bild 1
Steifeziffer (Elastizit&dtsmodul)
Anzahl der Iterationsschritte
Permeabilitdt

Anzahl der Zeitintervallerh&hungen
Anzahl der Unbekannten

Anzahl der Rechenoperationen

Last pro Fl&dcheneinheit, Bild 1
Zeitintervall

dimensionsloser Faktor, Gl. (55)
Materialkenngr&BRen, Gl. (49), (50)

Querkontraktionszahl
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VI. Kapitel:

Zukiinftige Entwicklungsm&glichkeiten

Es scheint selbstverstdndlich zu sein, daB die Entwicklung, wie
sie in dieser Arbeit vollzogen wurde, bei weitem noch nicht als
abgeschlossen betrachtet werden kann. Im Gegenteil, die ersten
Forschungsschritte auf diesem Gebiet sind erst getan worden.
Zundchst ist nur der Beweis gegliickt, daB akzeptable numerische
Verfahren existieren, die praktisch mit Hilfe eines Rechners

in einem verniinftigen Rahmen realisierbar sind.

Fiir die zukiinftige Forschung k&nnen zwei Akzente gesetzt werden.
Erstens handelt es sich darum, die finiten Gleichungen dahinge-
hend zu modifizieren, daB weitere physikalische Phidnomene beriick-
sichtigt werden. In erster Linie ist dabei an die Einarbeitung

der Porésitdt zu denken. Eine Unzuldnglichkeit der jetzigen Formu-
lierungen besteht darin, daBR die Abnahme des Porenvolumens, die
Ortlich wverschieden ist, unbeachtet blieb. Hier miifte wdhrend

der Zeititeration eine elementweise Korrektur erfolgen. Im Zu-
sammenhang damit w&re zu priifen, inwiefern eine sowohl &rtlich

als auch zeitlich abhdngige Permeabilitdt einzufiihren ist. Weiter-
flihrende Uberlegungen k&nnten mit dem Ziel angestellt werden, die
Voraussetzung fallenzulassen, daB der gesamte Prozef isotherm ab-
lduft. Hierzu muB die Temperatur als weitere unabhédngige Gr&Re
eingefilhrt werden. Die Viskositdt der Fliissigkeit mitnehmen zu
wollen, erscheint unter dem Gesichtspunkt einer damit verbundenen
Erh6hung der Unbekanntenzahlen nicht ratsam. Dieser Fall hdngt

von der Beschaffenheit des Fluids ab.

Die zweite Forschungsrichtung erschlieft eine breitere Anwendungs-
basis. Zundchst k&nnten ohne Schwierigkeiten Grundwasserstrdmungen
beriicksichtigt werden. Dazu sind schon einige Arbeiten erschienen.
Das wdre insbesondere dann interessant, wenn das pordse Medium als
nur teilweise gesdttigt behandelt wird. Die Vereinigung von Konso-
lidationsvorgdngen mit Grundwasserstrdmungen wdre mdglich unter
EinschluB instationdrer Grundwasserspiegelbewegungen. Ein anderer
Blickpunkt wdre die Behandlung geschichteter Medien. Wie schon
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im II. Kapitel ertrtert wurde, ist hier Vorsicht geboten. Die
gréBten Hindernisse, die aus dem Weg gerdumt werden miissen,

liegen in der Konstruktion zusdtzlicher Terme im Variations-
prinzip. Es gilt, die zahlreichen Ubergangsbedingungen einzu-

arbeiten.
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